
vè;k; 2
miHkksDrk osQ

O;ogkj dk fl¼kar

bl vè;k; esa ge fdlh ck”kkj esa fo|eku vafre oLrqvksa1 osQ izfr miHkksDrk
osQ O;ogkj osQ ckjs esa i<+saxsA miHkksDrk dks ;g fu.kZ; djuk iM+rk gS fd og
fofHkUu oLrqvksa esa ls izR;sd oLrq dh fdruh ek=kk dk miHkksx djuk pkgsxkA
gekjk mís'; bl p;u leL;k dk oqQN foLrkj ls vè;;u djuk gSA ge ns[ksaxs
fd miHkksDrk dk p;u] miyC/ fodYiksa rFkk mldh #fp;ksa vkSj vf/ekuksa ij
fuHkZj djrk gSA ij izkjaHk esa gesa bu miyC/ fodYiksa vkSj miHkksDrk dh #fp;ksa
vkSj vf/ekuksa dks crkus osQ fy, dksbZ lgh vkSj lqfo/ktud fof/ fuèkkZfjr
djuh gksxhA mlosQ ckn] ml of.kZr fof/ dk mi;ksx ck”kkj esa miHkksDrk osQ }kjk
fd;s tkus okys p;u dh tkudkjh izkIr djus osQ fy, fd;k tk,xkA

izkjafHkd laosQru rFkk vfHkxzg

miHkksDrk lkekU; :i ls cgqr&lh oLrqvksa dk miHkksx djrk gS] ijarq
ljyhdj.k osQ fy, ge miHkksDrk dh p;u leL;k ij ,slh fLFkfr esa fopkj
djsaxs] tgk¡ osQoy nks gh oLrq,¡2 gksaA ge bu nksuksa oLrqvksa dks oLrq 1 rFkk
oLrq 2 dgsaxsA nksuksa oLrqvksa dh ek=kkvksa dh dksbZ Hkh lfEefyr jkf'k dks
miHkksDrk caMy vFkok la{ksi esa caMy dg ldrs gSaA lkekU;r% ge oLrq 1
dh ek=kk dks O;Dr djus osQ fy, x

1
 ifjorZ dk vkSj oLrq 2 dh ek=kk dks

O;Dr djus osQ fy, x
2
 ifjorZ dk mi;ksx djsaxsA x

1
 vkSj x

2
 /ukRed ;k

'kwU; gks ldrs gSaA (x
1
,x

2
), dk rkRi;Z gksxk fd oLrq 1 dh x

1
 ek=kk rFkk oLrq

2 dh x
2
 ek=kkA x

1
 rFkk x

2
 osQ fdlh fo'ks"k ewY; osQ fy, (x

1
, x

2
)] gesa ,d

fo'ks"k caMy iznku djrh gSA mnkgj.kkFkZμ caMy (5] 10) esa oLrq 1 dh 5
bdkb;k¡ vkSj oLrq 2 dh 10 bdkb;k¡ gSa_ caMy (10] 5) esa oLrq 1 dh 10
bdkb;k¡ vkSj oLrq 2 dh 5 bdkb;k¡ gSaA

2-1 miHkksDrk dk ctV

eku yhft, fdlh miHkksDrk osQ ikl osQoy ,d fuf'pr ek=kk esa iSls (vk;)
,slh nks oLrqvksa ij O;; djus osQ fy, gSa] ftudh ykxr ck”kkj esa nh x;h gSaA

1^oLrqvksa* 'kCn dk iz;ksx loZ=k oLrqvksa rFkk lsokvksa nksuksa osQ fy, fd;k x;k gSA
2;g /kj.kk gS fd oLrq,¡ osQoy nks gh gSa fo'ys"k.k dks ljy dj nsrh gSa vkSj ljy vkjs[kksa osQ ”kfj, egÙoiw.kZ
ladYiukvksa dks le>us esa lgk;d gSaA
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miHkksDrk nksuksa oLrqvksa dh vyx&vyx ;k feyh&tqyh ,slh ek=kk dks ugha [kjhn ldrk] ftudk
og miHkksx djuk pkgrk gSA miHkksDrk osQ fy, miyC/ miHkksx caMy nksuksa oLrqvksa dh dher
rFkk miHkksDrk dh vk; ij fuHkZj djrk gSA fuf'pr vk; rFkk nksuksa oLrqvksa dh dherksa dks ns[krs
gq, miHkksDrk osQoy mUgha caMyksa dks [kjhn ldrk gSS ftudk ewY; mldh vk; ls de gks ;k
cjkcj gksA

2-1-1 ctV lsV

eku yhft, miHkksDrk dh vk; M gS rFkk nksuksa oLrqvksa dh dhersa Øe'k% p
1
 rFkk p

2
 gSaA3 ;fn

miHkksDrk oLrq 1 dh x
1
 bdkb;k¡ [kjhnuk pkgrk gS rks mls oqQy feykdj p

1
x

1
 /u O;; djuk

iM+sxkA blh izdkj ls] vxj miHkksDrk oLrq 2 dh x
2
 bdkb;k¡ [kjhnuk pkgrk gS] rks mls p

2
x

2

/u O;; djuk gksxkA blfy, ;fn miHkksDrk oLrq 1 dh x
1
 bdkb;ksa vkSj oLrq 2 dh x

2

bdkb;ksa dk caMy [kjhnuk pkgrk gS] rks mls p
1
x

1
+p

2
x

2
 /u jkf'k O;; djuh gksxhA og ;g

caMy rHkh [kjhn ik;sxh] tc mlosQ ikl de&ls&de p
1
x

1
+p

2
x

2
 /u jkf'k gksA oLrqvksa dh

fo|eku dherksa rFkk viuh vk; osQ vuqlkj miHkksDrk ,slk dksbZ Hkh caMy mlh lhek rd
[kjhn ldrk gS] tc rd mldh dher mldh vk; osQ cjkcj ;k mlls de jgsA nwljs 'kCnksa
esa] miHkksDrk dksbZ (x

1
x

2
) caMy fuEu fLFkfr esa [kjhn ldrk gS%

p
1
x

1
 + p

2
x

2
 ≤ M (2-1)

;g vlerk (2-1) miHkksDrk dk ctV izfrca/ dgykrh gSA miHkksDrk osQ fy, miyC/
caMyksa osQ lsV dks ctV lsV dgk tkrk gSA bl izdkj] ctV lsV mu lHkh caMyksa dk laxzg
gS] ftls miHkksDrk fo|eku ck”kkj dherksa ij viuh vk; ls [kjhn ldrk gSA

p;u esa nqfo/k

3fdlh oLrq dh dher dk vk'k; /u dh ml jkf'k ls gS] ftldk Hkqxrku miHkksDrk oLrq dh izfr bdkbZ osQ
fy, djrk gSA vxj eqnzk dh bdkbZ #i;k gS vkSj oLrq dh ek=kk dks fdyksxzke esa ekik tk jgk gS] rks oLrq 1
dh dher p

1
 gksus dk vk'k; ;g gS fd miHkksdrk ftl oLrq dks [kjhnuk pkgrk gS mlosQ fy, mls izfr fdyksxzke

p
1
 #i, nsus gksaxsA
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mnkgj.k  2-1

,d ,sls miHkksDrk dk mnkgj.k ysa] ftlosQ ikl 20 #i, gSa rFkk eku yhft, nksuksa oLrqvksa dh
ykxr 5 #i, j[kh x;h gS vkSj ;s lekdfyr bdkb;ksa osQ :i esa gh miyC/ gSaA tks caMy
miHkksDrk [kjhn ldrk gS] os gSa% (0] 0)] (0] 1)] (0] 2)] (0] 3)] (0] 4)] (1] 0)]
(1] 1)] (1] 2)] (1] 3)] (2] 0)] (2] 1)] (2] 2)] (3] 0)] (3] 1) rFkk (4] 0)A bu
caMyksa esa ls (0] 4)] (1] 3)] (2] 2)] (3] 1) rFkk (4] 0) dh ykxr Bhd 20 #i, gS rFkk
vU; caMyksa dh ykxr 20 #i, ls de gSA miHkksDrk (3] 3) rFkk (4] 5) caMyksa dks [kjhn
ugha ldrk] D;ksafd izpfyr ykxrksa ij mudh dher 20 #i, ls vf/d gSA

2-1-2 ctV js[kk

;fn nksuksa oLrq,¡ iw.kZr% foHkkT; gksa4 rks miHkksDrk
osQ ctV lsV esa lHkh caMy (x

1
x

2
) lekfgr

gksasxs] tcfd x
1
 rFkk x

2
 ,slh la[;k,¡ gSa tks

'kwU; (0) vkSj p
1
x

1
 + p

2
x

2
 ≤ M ls cM+h

;k mlosQ cjkcj gSA bl ctV lsV dks js[kkfp=k
2-1 esa ,d vkjs[k osQ }kjk n'kkZ;k x;k gSA

/ukRed prqFkk±'k osQ os lHkh caMy tks
js[kk osQ uhps ;k ml ij fLFkr gSa] ctV lsV
esa 'kkfey gSaA js[kk dk lehdj.k gS%

p
1
x

1
+p

2
x

2
=M (2-2)

bl js[kk esa os lHkh caMy 'kkfey gSa]
ftudh ykxr M osQ cjkcj gSA ;g js[kk
ctV js[kk dgykrh gSA ctV js[kk osQ
uhps osQ fcUnq mu caMyksa dks iznf'kZr djrs
gSa] ftudk ykxr M ls fcYoqQy de gksA

lehdj.k (2-2) dks bl izdkj Hkh fy[kk tk ldrk gSA5

1
2 1

2 2

pM
x x

p p
= − (2-3)

ctV js[kk ,d lh/h js[kk gS ftldk leLrjh; var%[kaM 
1

M

p
 rFkk mèokZ/j var%[kaM 

2

M

p

gSA leLrjh; var%[kaM ml caMy dk izfrfuf/Ro djrk gS ftldks miHkksDrk mlh fLFkfr esa
[kjhn ldrk gS] ;fn og viuh lkjh vk; oLrq 1 ij O;; dj nsA blh rjg mèokZèkj var%[kaM
ml caMy dk izfrfuf/Ro djrk gS ftls miHkksDrk ml fLFkfr esa [kjhn ldrk gS] tc og

viuh lkjh vk; oLrq 2 ij O;; dj nsA ctV js[kk dh izo.krk gS 1

2

p

p
−

ctV lsV% oLrq 1 dh ek=kk {kSfrt v{k rFkk oLrq 2 dh
ek=kk mèokZèkj v{k ij ekih tk jgh gSA bl vkjs[k esa dksbZ
Hkh fcUnq nksuksa oLrqvksa  osQ ,d caMy dks  iznf'kZr djrk gSA
bl ctV lsV esa n'kkZ;h xbZ lh/h js[kk osQ Åij ;k uhps
fLFkr lHkh fcUnq vk tkrs gSaA bldk lehdj.k gS%
p

1
x

1
+p

2
x

2
=M.

js[kkfp=k 2-1

oLrq 2

M/p2

M/p1

p
x

p
x

1
1

2
2

+        = M

O oLrq 1

4mnkgj.k esa ftu oLrqvksa ij fopkj fd;k x;k Fkk os vfoHkkT; Fks vkSj osQoy iw.kk±dh; bdkb;ksa esa miyC/ FksA
vusd oLrq foHkkT; gksrh gSa vFkkZr~ os viw.kk±dh; bdkb;ksa osQ :i esa Hkh fo|eku gksrh gSaA ge vk/k larjk ;k pkSFkkbZ
osQyk ugha [kjhn ldrs] ysfdu vk/k fdyks pkoy ;k pkSFkkbZ yhVj nw/ [kjhn ldrs gSaA
5vius fo|ky; esa xf.kr i<+rs le; vkius i<+k fd lh/h js[kk dk lehdj.k y = c + m x gksrk gS] tgk¡ c mèokZèkj
var%[kaM gS vkSj m lh/h js[kk dh izo.krk gSA vki ns[ksaxs fd lehdj.k (2-3) dk :i Hkh ogh gSA
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ewY; vuqikr rFkk ctV js[kk dh izo.krk

ctV js[kk ij fdlh Hkh fcUnq osQ fo"k; esa lksfp,A ;g fcUnq ,d ,sls caMy dks n'kkZrk gS]
ftl ij miHkksDrk dk iwjk ctV O;; gks tkrk gSA eku yhft, fd vc miHkksDrk oLrq 1 dh
1 bdkbZ vf/d ysuk pkgrk gS] rks og ,slk rHkh dj ldrk gS tc og nwljh oLrq dh oqQN
ek=kk dks NksM+ nsA ;fn mls oLrq 1 dh ,d vfrfjDr bdkbZ dh pkgr gS] rks mls oLrq 2 dh
fdruh ek=kk NksM+uh iM+sxh\ ;g nksuksa oLrqvksa dh dherksa ij fuHkZj djsxkA oLrq 1 dh ,d
bdkbZ dk ykxr p

1
 gSA vr% mls oLrq 2 ij p

1
 ek=kk osQ cjkcj viuk O;; ?kVkuk iM+sxkA

p
1
 ls og oLrq 2 dh 

1

2

p

p  bdkb;k¡ [kjhn ldrk gSA vr% ;fn miHkksDrk oLrq 1 dh ,d

vfrfjDr bdkbZ pkgrh gS vkSj og viuh laiw.kZ vk; dks O;; djrh gS] rks mls oLrq 2 dh
1

2

p

p  bdkb;k¡ NksM+uh iMs+axhA nwljs 'kCnksa esa] nh xbZ ck”kkj dh fLFkfr;ksa esa miHkksDrk oLrq 1 dks

oLrq 2 dh txg 
1

2

p

p  dh nj ij izfrLFkkfir dj ldrk gSA ctV js[kk dh izo.krk dk fujis{k

ewY;6 ml nj dks ekirh gS ftl ij miHkksDrk oLrq 2 osQ cnys oLrq 1 ls [kjhnrh gS] tc

og viuk laiw.kZ ctV [kpZ dj nsrk gSA

O

( , )x x1 2

( + , + )x x x x1 1 2 2Δ Δ
Δx1

Δx2

oLrq 2

oLrq 1

ctV js[kk dh izo.krk dh O;qRifÙk

ctV js[kk dh izo.krk iwjh ctV js[kk ij
oLrq 1 osQ izfr bdkbZ ifjorZu dh fLFkfr esa
oLrq 2 esa gq, ifjorZu dh ek=kk dk ekiu
djrh gSA ctV js[kk ij fdUgha nks fcUnqvksa
(x

1
x

2
) rFkk (x

1
 + Δx

1
, x

2
 + Δx

2
) ij

fopkj djsa%a

,slh fLFkfr esa]
p

1
x

1
 + p

2
x

2
 = M (2-4)

rFkk p
1
(x

1
 + Δx

1
) + p

2
(x

2
 + Δx

2
) = M (2-5)

(2-5) esa ls (2-4) dks ?kVkus ij
p

1
Δx

1
 + p

2
Δx

2
 = 0 (2-6)

(2-6) esa inksa dk iqu;ksZtu djosQ gesa izkIr gksrk gS

2 1

1 2

x p

x p

Δ = −
Δ

(2-7)

aΔ (MsYVk) ,d xzhd v{kj gSA xf.kr esa Δ dk mi;ksx dHkh&dHkh ̂ ,d cnyko* dks n'kkZus osQ fy, fd;k
tkrk gSA vr% Δx

1 
ls vfHkizk; gS x

1
 esa ,d cnyko rFkk Δx

2
 ls vfHkizk; gS x

2
 esa ,d cnykoA

6Øela[;k x dk fujis{k ewY; x osQ cjkcj gS] vxj x ≥ 0 rFkk – x osQ cjkcj gksA ;fn x < 0] x osQ fujis{k ewY;
dks lekU;r% |x| }kjk iznf'kZr fd;k tkrk gSA
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ctV js[kk osQ uhps fLFkr fcUnq

ctV js[kk ls fLFkr uhps fdlh Hkh fcUnq dks
yhft,A ;g fcUnq ,d ,sls caMy dks n'kkZrk gS]
ftldh dher miHkksDrk dh vk; ls de gSA
vr% ;fn miHkksDrk ,slk caMy [kjhnrk gS] rks
mlosQ ikl oqQN iSlk cpsxkA fl¼karr% miHkksDrk
bl vfrfjDr iSls dks nksuksa esa ls fdlh ,d oLrq
ij [kpZ dj ldrk gS rFkk ,d ,slk caMy [kjhn
ldrk gS ftlesa nksuksa oLrqvksa esa ls fdlh ,d
dh vf/d ek=kk gks rFkk ctV js[kk osQ uhps
fLFkr caMyksa dh rqyuk esa mlls de gksA nwljs
'kCnksa esa] ctV js[kk osQ uhps fLFkr fcUnq dh
rqyuk esa ctV js[kk ij oqQN caMy gksrs gSa]
ftlesa nksuksa oLrqvksa esa ls ,d oLrq dh vf/d bdkb;k¡ gksrh gSa vkSj nwljh oLrq dh Hkh dkiQh
bdkb;k¡ gksrh gSaA fp=k 2-2 esa blh rF; dks n'kkZ;k x;k gS_ fcUnq C ctV js[kk osQ uhps gS
tcfd fcUnq A rFkk B ctV js[kk ij gSA fcUnq C dh rqyuk esa fcUnq A oLrq 2 dh vfèkd
ek=kk rFkk oLrq 1 dh leku ek=kk dks n'kkZrk gSA fcUnq B fcUnq C dh rqyuk esa oLrq 1 dh
vf/d ek=kk rFkk oLrq 2 dh leku ek=kk n'kkZrk gSA js[kk [kaM B ij dksbZ Hkh vU; fcUnq ,sls
caMy dk izfrfuf/Ro djrk gS] ftlesa C dh rqyuk esa nksuksa oLrqvksa dh ek=kk vf/d gSA

2-1-3 ctV lsV esa cnyko

miyC/ caMyksa dk lsV nksuksa oLrqvksa dh dher rFkk miHkksDrk dh vk; ij fuHkZj djrk gSA
tc nksuksa esa ls fdlh Hkh oLrq dh dher vFkok miHkksDrk dh vk; cnyrh gS] rks miyC/
caMy dk lsV Hkh cny ldrk gSA eku yhft, fd miHkksDrk dh vk; M ls cny dj M'

gks tkrh gS] ijUrq nksuksa oLrqvksa dh dhersa ugha cnyrhaA ubZ vk; gksus ij miHkksDrk lHkh
caMy (x

1
;x

2
) [kjhn ldrk gS] ftlosQ gksus ij p

1
x

1
 + p

2
x

2
 ≤ M′  vc ctV js[kk dk

lehdj.k gS
p1x1 + p2x2 = M ′ (2-8)

lehdj.k (2-8) fuEu :i esa Hkh fy[kk tk ldrk gS

1
2 1

2 2

pM
x x

p p

′= − (2-9)

è;ku nhft, fd ubZ ctV js[kk dh izo.krk ogh gS tks miHkksDrk dh vk; esa ifjorZu gksus
ls igys dh ctV js[kk dh izo.krk FkhA rFkkfi] vk; esa cnyko osQ ckn ÅèokZ/j var%[kaM
cny x;k gSA ;fn vk; esa o`f¼ gksrh gS] vFkkZr~ ;fn M'>M, rc ÅèokZ/j var%[kaM c<+rk gS
vkSj bl izdkj ctV js[kk osQ lekuakrj ckg~; foLFkkiu gksrk gSA ;fn vk; c<+rh gS] rks
miHkksDrk fo|eku ck”kkj dherksa ij vfèkd oLrq,¡ [kjhn ldrk gSA blh izdkj] ;fn vk;
?kVrh gS] vFkkZr~~  ;fn M'<M, rks ÅèokZèkj var%[kaM ?kVrk gS rFkk bl izdkj ctV js[kk esa
lekukarj vkod LFkkukiUu gksrk gSA ;fn vk; de gksrh gS] rks oLrqvksa dh miyC/rk Hkh ?kVrh
tkrh gSA nksuksa oLrqvksa dh dhersa leku jgus ij miHkksDrk dh vk; esa cnyko osQ ifj.kkeLo:i
miyC/ caMyksa esa gksus okys ifjorZuksa dks js[kkfp=k 2-3 esa n'kkZ;k x;k gSA

ctV js[kk osQ uhps dh fcUnq% ctV js[kk osQ uhps dh
fcUnq dks rqyuk djus ij] ctV js[kk ij ges'kk oqQN
caMy gksrs gSa ftlesa fdlh ,d oLrq dh vf/d ek=kk
rFkk nwljs oLrq dh ek=kk Hkh de ugha gksrh gSA

O

C

A

B

oLrq 2

oLrq 1
js[kkfp=k 2-2
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vc eku yhft,] fd oLrq 1 dk dher p
1
 ls cnydj p'

1
 gks tkrh gS] ijUrq oLrq 2 dh

dher rFkk miHkksDrk dh vk; ugha cnyrhA vc oLrq 1 dh ubZ dher ij miHkksDrk lHkh
caMy (x

1
x

2
) [kjhn ldrk gS vFkkZr~~ p'

1
x

1
 + p

2
x

2
 ≤ M ctV js[kk dk lehdj.k gksxkA

p'
1
x

1
 + p

2
x

2
 = M (2-10)

lehdj.k (2-10) dks fuEu :i esa Hkh fy[kk tk ldrk gS

1
2 1

2 2

pM
x x

p p

′= − (2-11)

è;ku nhft, fd ubZ ctV js[kk dk ÅèokZ/j var%[kaM oSlk gh gS] tSlk fd oLrq 1 dh
dher esa cnyko vkus ls igys ctV js[kk osQ ÅèokZ/j var%[kaM dk FkkA fdUrq] ctV js[kk
dh izo.krk dher esa cnyko osQ i'pkr cny x;h gSA ;fn oLrq 1 dh dher c<+rh gS]
vFkkZr~~ ;fn p'

1
>p

1
 rks ctV js[kk dh izo.krk dk fujis{k ewY; c<+rk tkrk gS vkSj bl izdkj

ctV js[kk vf/d izo.k gks tkrh gSA ;g ÅèokZ/j var%[kaM osQ vkl&ikl vkod dh vksj
gks tkrh gS] ;fn oLrq 1 dh dher ?kVrh gS vFkkZr~~ p'

1
<p

1
, ctV js[kk dh izo.krk dk fujis{k

M/p2

M/p1M /p1′

M /p2′

O

(a)

M /′ p2

M /′ p1

M/p2

O

(b)

M/p1

oLrq 2 oLrq 2

oLrq 1 oLrq 1

js[kkfp=k 2-3

oLrqvksa osQ miyC/ caMy osQ lsV esa og cnyko tks miHkksDrk dh vk; esa cnykoksa osQ ifj.kkLo:i gksrk
gS% vk; esa deh gks tkus ls ctV js[kk esa lekukarj vkod LFkkukiUu gksrk gS] tSlk fd iSuy (a) esa gSA vk; esa
òf¼ ls ctV js[kk esa leakukrj tkod f'kÝV gksrk gS] tSlk fd iSuy (b) esa gSaA

(a) (b)

M/p2 M/p2

M/p1 M/p1M/p′1 M/p′1O O

oLrq 2 oLrq 2

oLrq 1 oLrq 1

js[kkfp=k 2-4

oLrqvksa osQ miyC/ caMyksa osQ lsV esa cnyko osQ ifj.kkeLo:i oLrq 1 dh dher esa cnyko% oLrq 1
dh dher esa o`f¼ ctV js[kk dks vfèkd izo.k cuk nsrh gS tSlk fd iSuy (a) esa n'kkZ;k x;k gSA oLrq 1 dh
dher esa deh ctV js[kk dks vf/d likV cuk nsrh gS] tSlk fd iSuy (b) esa n'kkZ;k x;k gSA
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ewY; ?kVrk gS rFkk bl izdkj ctV js[kk vf/d likV gks tkrh gS (;g mèokZ/j var%[kaM osQ
vkl&ikl tkod dh vksj gks tkrh gS)A oLrq 1 dh dher essa cnyko osQ ifj.kkeLo:i miyC/
caMy osQ lsV esa cnyko] tcfd oLrq 2 dh dher rFkk miHkksDrk dh vk; leku jgrh gSA
js[kkfp=k 2-4 esa n'kkZ;k x;k gSA

oLrq 2 dh dher esa ifjorZu] oLrq 1 dh dher rFkk miHkksDrk dh vk; leku jgus dh
fLFkfr esa u gksus ij miHkksDrk osQ ctV lsV esa oSlk gh ifjorZu vk tk,xkA

2-2 miHkksDrk osQ vf/eku

ctV lsV esa os lHkh caMy 'kkfey gSa] tks fd miHkksDrk osQ fy, miyC/ gksrs gSaA miHkksDrk
vius ctV lsV esa ls miHkksx caMy dk p;u dj ldrk gSA ijUrq og miyC/ caMyksa esa ls
vius fy, miHkksx caMy dk p;u fdl vk/kj ij djrk gS\ vFkZ'kkL=k esa ;g eku fy;k tkrk
gS fd miHkksDrk miyC/ lHkh caMyksa esa ls vius miHkksx caMy dk p;u viuh #fp rFkk
vfèkeku osQ vuqlkj ctV lsV osQ caMyksa osQ vk/kj ij djrk gSA ;g lkekU; :i ls eku fy;k
tkrk gS fd miHkksDrk osQ ikl lHkh caMyksa osQ lsV osQ fo"k; esa vPNh rjg Li"V vf/eku gSaA
og fdUgha nks caMyksa dh rqyuk dj ldrh gSA nwljs 'kCnksa esa] og nks caMyksa esa ls fdlh ,d
dks vf/eku ns ldrk gS ;k rVLFk jgrk gSA lkFk gh ;g Hkh /kj.kk gS fd miHkksDrk vius
vfèkeku osQ Øe ls mu caMyksa dk Js.khdj.k7 dj ldrk gSA

mnkgj.k  2-2

mnkgj.k 2-1 esa of.kZr miHkksDrk dks yhft,A eku yhft, fd caMyksa osQ tks lsV mls miyC/
gSa] mu ij miHkksDrk dk vf/eku bl rjg gS%

miHkksDrk dk loZf/d vf/eku caMy (2] 2) gSA
og (1] 3) rFkk (3] 1) osQ chp rVLFk gSA og (2] 2) dks NksM+ dj vU; caMyksa dh

rqyuk esa bu nksuksa caMyksa dks vf/eku nsrh gSA og (1] 2) rFkk (2] 1) osQ chp rVLFk gSA og
(2] 2)] (1] 3) rFkk (3] 1) dks NksM+dj vU; fdlh Hkh caMy dh rqyuk esa bu nksuksa caMyksa
dh vfèkeku nsrk gSA

miHkksDrk fdlh Hkh ,sls caMy osQ fy, ftlesa osQoy ,d gh oLrq rFkk (0] 0) caMy osQ
izfr rVLFk gSA ftl caMy esa nksuksa oLrqvksa dh /ukRed ek=kk gks mls osQoy ,d gh oLrq okys
caMy dh rqyuk esa vf/ekurk nh tkrh gSA

bl miHkksDrk osQ fy, tks caMy miyC/ gS mudk Js.khdj.k mlosQ vf/eku osQ vuqlkj
lcls vf/d vf/eku ls lcls de vf/eku osQ vk/kj ij fd;k tk ldrk gSA fdUgha nks
(;k vf/d) rVLFk caMyksa dks leku Øela[;k esa j[kk tkrk gS] tcfd vfèkekfur caMyksa
osQ Åij dh Øe esa j[kk tkrk gSA bl Js.khdj.k dks rkfydk 2-1 esa n'kkZ;k x;k gSA

7Js.khdj.k dk lcls ljy mnkgj.k gS izR;sd Nk=k }kjk fiNyh okf"kZd ijh{kk esa izkIr fd, x, vadksa osQ vkèkkj
ij Js.khdj.k
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2-2-1 ,dfn"V vf/eku

miHkksDrk vf/ekuksa osQ fo"k; esa ;g eku fy;k tkrk gS fd vxj fdUgha nks caMyksa (x
1
,x

2
) vkSj

(y
1
,y

2
) esa (x

1
,x

2
) caMy esa de ls de ,d oLrq gks vkSj (y

1
,y

2
) dh rqyuk esa vU; oLrq

dh de ek=kk u gks] rks miHkksDrk (y
1
,y

2
) osQ ctk, (x

1
,x

2
) dks vf/eku nsrk gSA vf/ekuksa

osQ bl izdkj dks ,dfn"V vf/eku dgk tkrk gS] ;fn miHkksDrk fdUgha nks caMyksa esa ls ml
caMy dks vf/eku nsrk gS ftls bu oLrqvksa esa ls de&ls&de ,d oLrq dh vf/d ek=kk gks
vkSj nwljs caMy dh rqyuk esa nwljh oLrq dh Hkh de ek=kk u gksA

mnkgj.k  2-3

mnkgj.k osQ rkSj ij] caMy (2] 2) ij fopkj dhft,A (1] 1) dh rqyuk esa bl caMy esa nksuksa
gh oLrqvksa dh vf/d ek=kk gSA blosQ ikl caMy (2] 1) dh rqyuk esa oLrq 1 dh leku ek=kk
rFkk oLrq 2 dh vf/d ek=kk gS rFkk (1] 2) dh rqyuk esa oLrq 1 dh vf/d ek=kk rFkk oLrq
2 dh leku ek=kk gSA vxj miHkksDrk osQ ikl ,dfn"V vfèkeku gS] rks og lHkh rhu caMyksa
(1] 1)] (2] 1)] (1] 2) dh rqyuk esa (2] 2) caMy dks vf/eku nsrk gSA

2-2-2 oLrqvksa osQ chp izfrLFkkiu

nks ,sls caMyksa ij fopkj dhft,] ftuesa ,d caMy esa nwljs caMy dh rqyuk esa oLrq dh vfèkd
ek=kk gSA ;fn miHkksDrk osQ vf/eku ,dfn"V gSa] rks ;s caMy osQoy rHkh rVLFkrk lwpd gks
ldrs gSa] tc igyh oLrq dh vf/d ek=kk nwljs caMy rFkk oLrq 2 dh de ek=kk nwljs caMy
dh rqyuk esa gksA eku yhft, fd miHkksDrk nks caMyksa (x

1
,x

2
) rFkk (x

1
 + Δx

1
, x

2
 +

Δx
2
) osQ chp rVLFk gSA vf/ekuksa dh ,dfn"Vrk dk vfHkizk; ;g gS fd ;fn Δx

1
 > 0,

rks Δx
2
 < 0 rFkk ;fn Δx

1
 < 0 rks Δx

2
 > 0. miHkksDrk (x

1
,x

2
) osQ LFkku ij (x

1 
+ Δx

1
,

x
2
+Δx

2
) oLrq 1 osQ LFkku ij oLrq 2 dks viuk ldrk gSA oLrq 2 rFkk oLrq 1 osQ chp dh

izfrLFkkiu nj 2

1

x

x

Δ
Δ

 osQ fujis{k ewY; }kjk n'kkZ;k tkrk gSA izfrLFkkiu nj oLrq 2 dh og

ek=kk gS ftls miHkksDrk oLrq 1 dh ,d vfrfjDr bdkbZ ikus osQ fy, oLrq 2 dks NksM+ nsus
osQ fy, rS;kj gSA ;g miHkksDrk }kjk oLrq 1 osQ fy, oLrq 2 osQ :i esa dher pqdkus dh
eki fof/ gSA bl izdkj nks oLrqvksa osQ chp izfrLFkkiu dh nj miHkksDrk vfèkeku dk
egÙoiw.kZ i{k gksrk gSA

rkfydk 2-1% mnkgj.k 2 esa miHkksDrk osQ fy, miyC/ caMyksa dk Js.khdj.k

caMy Js.khdj.k

(2] 2) igyk

(1] 3)] (3] 1) nwljk

(1] 2)] (2] 1) rhljk

(1] 1) pkSFkk

(0] 0)] (0] 1)] (0] 2)] (0] 3)] (0] 4)] (1] 0)] (2] 0)] (3] 0)] (4] 0) ik¡pok
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mnkgj.k  2-4

eku yhft, ,d miHkksDrk caMyksa (1] 2) rFkk (2] 1) osQ chp rVLFk gSA (1] 2) ij
miHkksDrk ml fLFkfr esa oLrq 2 dh ,d bdkbZ NksM+ nsuk pkgrk gS] tc mls oLrq 1 dh
vfrfjDr bdkbZ fey tk,A vr% oLrq 2 rFkk oLrq 1 osQ chp izfrLFkkiu nj 1 gSA

2-2-3 ßkleku foLFkkiu nj

miHkksDrk osQ vf/ekuksa dks izk;% bl :i esa ekuk tkrk gS fd mlosQ ikl oLrq 1 dh vf/d
ek=kk gS rFkk oLrq 2 dh de] blfy, og oLrq 1 dh ,d vfrfjDr bdkbZ ysus osQ fy, og
oLrq 2 dh ftruh ek=kk dks NksM+ nsuk pkgsxh] og de gks tk,xhA miHkksDrk tSls&tSls oLrq 1
dh vf/d ls vf/d ek=kk izkIr djrh tk,xhA oSls&oSls oLrq 1 osQ fy, oLrq 2 osQ :i esa
Hkqxrku djus dh rRijrk esa deh gksrh tk,xhA nwljs 'kCnksa esa] tSls&tSls oLrq 1 dh ek=kk esa o`f¼
gksrh gS] oLrq 2 rFkk oLrq 1 osQ chp izfrLFkkiu dk nj fxjrk tkrk gSA bl izdkj osQ vf/ekuksa
dks voeq[k vf/eku dgk tkrk gSA

2-2-4 vuf/eku oØ

miHkksDrk dks miyC/ caMyksa osQ lsV osQ
laca/ esa mlosQ vf/eku dks izk;% vkjs[k
}kjk n'kkZ;k tk ldrk gSA ge ns[k pqosQ gSa
fd miHkksDrk osQ fy, miyC/ caMyksa  dks
,d f}vk;keh vkjs[k esa fcUnqvksa osQ :i esa
n'kkZ;k tk ldrk gSA miHkksDrk ftu caMyksa
dks rVLFk ekurk gS mudks n'kkZus okys fcUnqvksa
dks lkekU;r% oØ :i esa tksM+ fn;k tkrk
gS] tSlk fd fp=k 2-5 esa gSA ,slk oØ ftlesa
mu lHkh caMyksa osQ fcUnqvksa dks tksM+ fn;k
tkrk gS] ftuosQ chp miHkksDrk rVLFk gS]
vuf/eku oØ dgykrk gSA

vuf/eku oØ osQ Åij fLFkr ,d fcUnq ij fopkj dhft,A ;g fcUnq bu oLrqvksa esa
de&ls&de ,d oLrq dh vf/d ek=kk dks vkSj vuf/eku oØ ij fLFkr de ls de ,d
fcUnq dh rqyuk esa nwljh oLrq dh de ek=kk dks iznf'kZr djrk gSA js[kkfp=k 2-6 ij xkSj dhft,A
fcUnq C vuf/eku oØ osQ Åij fLFkr gS tcfd fcUnq A rFkk B vuf/eku oØ ij fLFkr
gSA fcUnq C esa oLrq 1 dh vf/d ek=kk gS rFkk A dh rqyuk esa oLrq 2 dh leku ek=kk gSA
fcUnq B dh rqyuk esa] C fcUnq ij oLrq 2 dh vf/d ek=kk gS rFkk oLrq 1 dh leku ek=kk
gSA lkFk gh vuf/eku oØ osQ AB [kaM ij fLFkr vU; fcUnq dh rqyuk esa blesa nksuksa oLrqvksa
dh vfèkd ek=kk Hkh gSA ;fn vf/eku ,dfn"V gSa] rks fcUnq C ls n'kkZ, x, caMyksa dks mu
caMyksa dh vis{kk vf/ekurk nh tk,xh tks [kaM AB ij fLFkr fcUnqvksa }kjk n'kkZ, x, gSa vkSj
bl dkj.k bls vuf/eku oØ ij n'kkZ, lHkh caMyksa dh rqyuk esa vf/ekurk nh tk,xhA bl
izdkj vfèkeku dh ,dfn"Vrk dk ;g vk'k; gS fd vuf/eku oØ ls vf/d Åij fLFkr fcUnq

vuf/eku oØ% ,d vuf/eku oØ mu lHkh fcUnqvksa
dks tksM+rk gS tks mu caMyksa dk izfrfuf/Ro djrs gSa]
ftuosQ izfr miHkksDrk rVLFk gSaA

O

oLrq 2

oLrq 1
js[kkfp=k 2-5
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ml caMy dks iznf'kZr djrk gS ftls vufèkeku
oØ ij fLFkr caMyksa osQ ctk, vf/ekurk
nh tkrh gSA blh roZQ osQ vk/kj ij ;g Hkh
fl¼ fd;k tk ldrk gS fd ;fn miHkksDrkvksa
osQ vfèkeku ,dfn"V gSa rks vuf/eku oØ
osQ uhps fLFkr dksbZ Hkh fcUnq ,sls caMy dks
n'kkZrk gS tks vufèkeku oØ ij n'kkZ, x,
caMyksa dh rqyuk esa fuEuLrjh; gSA js[kkfp=k
2-6 esa mu caMyksa dks n'kkZ;k x;k gS tks
vuf/eku oØ ij n'kkZ, x, caMyksa ls
fuEuLrjh; gS vkSj mu caMyksa dks Hkh ftUgsa
vf/ekurk ns nh xbZ gSA

2-2-5 vuf/eku oØ dk vkdkj

izfrLFkkiu nj rFkk vuf/eku oØ dh izo.krk

vuf/eku oØ ij fLFkr fdUgha nks fcUnqvksa (x1, x2) vkSj (x1 + Δx1, x2 + Δx2) ij fopkj
djsaA vuf/eku oØ ij (x

1
, x

2
) ls (x

1 
+ Δx

1
, x

2 
+ Δx

2
) dh vksj xfr ij fopkj djsaA

lhèkh js[kk dh izo.krk tks bu nks fcUnvksa dks tksM+rh gS] vufèkeku oØ ij oLrq 2 dh ek=kk
esa ifjorZu oLrq 1 osQ ,d bdkbZ ifjorZu osQ vuq:i gq, ifjorZu dks iznf'kZr djrh gSA bl
izdkj] bu nks fcUnqvksa dks tksM+us okyh lh/h js[kk dh izo.krk dk fujis{k ewY; (x

1
, x

2
) rFkk

(x
1 
+ Δx

1
, x

2 
+ Δx

2
) osQ chp foLFkkiu nj dks iznf'kZr djrh gSA vf/dka'kr% NksVs ifjorZuksa

dh fLFkfr esa (x
1
, x

2
) vkSj (x

1 
+ Δx

1
, x

2 
+ Δx

2
) nksuksa fcUnqvksa dks tksM+us okyh js[kk dh

izo.krk vuf/eku oØ ij (x
1
, x

2
) ij izo.krk osQ vuqlkj de gks tkrh gSA bl izdkj] cgqr

NksVs ifjorZuksa dh fLFkfr esa fdlh Hkh fcUnq ij vuf/eku oØ dh izo.krk dk fujis{k ewY;
dh lgk;rk ls ml fcUnq ij miHkksDrk dh foLFkkiu nj dks ekik tk ldrk gSA izk;% NksVs
ifjorZuksa osQ fy, oLrq 1 vkSj oLrq 2 osQ chp foLFkkiu nj dks izfrLFkkiu dh lhekar nj
dgk tkrk gSA

;fn vf/eku ,dfn"V gS] rks vufèkeku
oØ dh fn'kk esa oLrq 1 dh ek=kk esa òf¼
oLrq 2 dh ek=kk esa deh osQ lkFk lEc¼
jgrh gSA bldk vfHkizk; ;g gS fd vufèkeku
oØ dh izo.krk ½.kkRed gSA bl izdkj
vf/ekuksa dh ,dfn"Vrk ;g bafxr djrh gS
fd vuf/eku oØ dh izo.krk uhps dh
vksj gSA js[kkfp=k 2-7 esa vuf/eku oØ dh
½.kkRed izo.krk dks iznf'kZr fd;k x;k gSA

js[kkfp=k 2-8 esa izfrLFkkiu dh ßkleku
lhekar nj okys vuf/eku oØ dks iznf'kZr
fd;k x;k gSA vuf/eku oØ vius ewy
dh rjiQ mÙky gksrk gSA

vuf/eku oØ osQ Åij rFkk uhps fLFkr fcUnq% vufèkeku
oØ osQ Åij osQ fcUnq mu caMyksa dks n'kkZrs gSa ftUgsa
vufèkeku oØ ij fLFkr fcUnqvksa }kjk iznf'kZr caMyksa dh
vis{kk vf/ekurk nh xbZ gSA vuf/eku oØ ij fcUnqvksa }kjk
iznf'kZr caMyksa dks vuf/eku oØ osQ uhps fLFkr fcUnqvksa }kjk
iznf'kZr caMyksa dh rqyuk esa vfèkekurk nh tkrh gSA

O

A C

B

vf/eku caMy

oLrq 2

oLrq 1
js[kkfp=k 2-6

fuEuLrjh; caMy

vuf/eku oØ dh izo.krk% vuf/eku oØ dh izo.krk
uhps dh vksj gSA vuf/eku oØ dh fn'kk esa oLrq 1 dh
ek=kk esa o`f¼ oLrq 2 dh ek=kk esa deh ls lEc¼ jgrh
gSA ;fn Δx

1
 > 0, rks Δx

2
 < 0.

( , )x x1 2

( + , + x )x x x1 1 2 2Δ Δ
Δx1

Δx2

O oLrq 1

oLrq 2

js[kkfp=k 2-7
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2-2-6 vuf/eku ekufp=k

lHkh caMyksa ij miHkksDrk osQ vf/ekuksa dks vuf/eku oØ&lewgksa }kjk n'kkZ;k tk ldrk gS] tSlk
fd js[kkfp=k 2-9 esa n'kkZ;k x;k gSA bls miHkksDrk dk vuf/eku ekufp=k dgrs gSaA vuf/eku
oØ ij fLFkr lHkh fcUnq mu caMyksa dk izfrfuf/Ro djrs gSa ftUgsa miHkksDrk rVLFk ekurk gSA
vfèkekuksa dh ,dfn"Vrk dk ;g vfHkizk; gS fd fdUgha nks vuf/eku oØksa osQ chp Åij okys
caMyksa ij fLFkr caMyksa dks uhps okys oØ ij fLFkr caMyksa dh vis{kk vf/ekurk nh tkrh gSA

2-2-7 mi;ksfxrk

izk;% caMyksa dks bl izdkj Øe la[;k nsdj ftlls fd mudk Js.khdj.k ;k dksfV fu/kZj.k
lqjf{kr jgs] vf/euksa dks iznf'kZr djuk laHko gSA Js.khdj.k dks cuk, j[kus osQ fy, vuf/ekurk
izkIr caMyksa dks ,d gh vad nsus vkSj vf/ekurk izkIr caMyksa dks vf/d vad nsus dh
vko';drk gSA bl iz;kstu osQ fy,] caMyksa dks fn, x, bu vadksa dks mu caMyksa dh mi;ksfxrk
dgk tkrk gSA lkFk gh] bl izdkj vf/ekuksa dks ^mi;ksfxrk vadksa* osQ :i esa izLrqr djus
mi;ksfxrk iQyu vFkok mi;ksfxrk izfr:i.k Hkh dgk tkrk gSA vr% mi;ksfxrk iQyu osQ varxZr
izR;sd miyC/ caMy dks bl izdkj ,d la[;k nh tkrh gS ftlls fd fdUgha nks caMyksa osQ chp
;fn ,d dks nwljs dh rqyuk esa vfèkekurk nh tk,] rks vf/ekurk caMy dks Å¡ph mi;ksfxrk
la[;k nh tk,xh rFkk ;fn nksuksa caMy rVLFk gSa] rks mUgsa ogh mi;ksfxrk la[;k nh tk,xhA

;g è;ku nsuk egÙoiw.kZ gS fd vf/eku vk/kjh gksrs gSa vkSj mi;ksfxrk la[;k,¡ osQoy
vfèkekuksa dk izfrfuf/Ro djrh gSaA leku vuf/ekuksa osQ vusd mi;ksfxrk izfr:i.k gks ldrs gSaA

izfrLFkkiu dh ßkleku nj% tSls&tSls miHkksDrk oLrq 1
dk vf/d ls vf/d ek=kk izkIr djrk tkrk gS] oSls&oSls
oLrq 2 dh tks ek=kk miHkksDrk oLrq 1 dh ,d vfrfjDr
bdkbZ osQ fy, NksM+uk pkgrk gS] de gksrh tkrh gSA

O

oLrq 2

oLrq 1
js[kkfp=k 2-8

vuf/eku ekufp=k% vuf/eku oØ lewg rhj ;g
n'kkZrk gS fd miHkksDrk fupys vuf/eku oØksa ij
fLFkj caMyksa dh vis{kk Å¡ps vuf/eku oØksa ij
fLFkj caMyksa dks vf/ekurk nsrk gSA

O

oLrq 2

oLrq 1
js[kkfp=k 2-9

rkfydk 2-2% vf/ekuksa dk mi;ksfxrk izfr:i.k

nksuks oLrqvksa osQ caMy U
1

U
2

(2] 2) 5 40
(1] 3)] (3] 1) 4 35
(1] 2)] (2] 1) 3 28
(1] 1) 2 20
(0] 0)] (0] 1)] (0] 2)] (0] 3)] (0] 4)] (1] 0)] (2] 0)] (3] 0)] (4] 0) 1 10
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rkfydk 2-2 esa mnkgj.k 2-2 osQ vf/ekuksa U
1
 rFkk U

2
 osQ nks vyx&vyx mi;ksfxrk

izfr:i.k iznf'kZr fd, x, gSaA

2-3 miHkksDrk dk b"Vre p;u

fiNys nks Hkkxksa esa] geus miHkksDrk osQ fy, miyC/ caMyksa osQ lsV osQ fo"k; esa ppkZ dh Fkh
vkSj mlosQ bu caMyksa dh vf/ekurk osQ fo"k; esa Hkh crk;k Fkk fd fdl caMy dk og pquko
djrh gS\ vFkZ'kkL=k esa lk/kj.kr% ;g eku fy;k tkrk gS fd miHkksDrk ;qfDr'khy O;fDr gksrk
gSA ;qfDr'khy O;fDr dks Li"Vr% ;g tkudkjh gksrh gS fd mlosQ fy, D;k vPNk vkSj D;k
cqjk] rFkk fdlh Hkh nh gqbZ fLFkfr esa og lnk bldk iz;kl djrk gS fd vius fy, lcls vPNs
dks gh izkIr djsA vr% miyC/ caMyksa osQ lsV osQ fy, u osQoy ,d miHkksDrk osQ ikl lqLi"V
vf/eku gksrk gS] vfirq og vius vf/ekuksa osQ vuqlkj dkjZokbZ Hkh djrk gSA ;qfDr'khy
miHkksDrk vius fy, miyC/ caMyksa esa ls lnk ogh caMy pqurk gS] ftls og lokZf/d
vfèkekurk nsrk gSA

mnkgj.k  2-5

mnkgj.k 2-2 esa of.kZr miHkksDrk ij fopkj djsaA tks caMy mls miyC/ gSa] muesa ls caMy
(2] 2) mldk lokZf/d vf/ekurk izkIr caMy gSA vr% ;qfDr'khy miHkksDrk osQ :i esa og
caMy (2] 2) dks gh pqusxkA

fiNys Hkkxksa esa ;g ns[kk x;k Fkk fd ctV lsV mu caMyksa osQ ckjs esa crkrk gS] tks miHkksDrk
dks miyC/ gSa rFkk miyC/ caMyksa osQ ckjs esa mlosQ vf/eku izk;% vufèkeku ekufp=k }kjk
iznf'kZr fd, tk ldrs gSaA vr% miHkksDrk dh leL;k dks fuEu :i esa Hkh of.kZr fd;k tk
ldrk gS_ ;qfDr'khy miHkksDrk dh leL;k ;g gksrh gS fd og vius miyC/ ctV lsV dks
ns[krs gq, laHkkfor mPpre vuf/eku oØ osQ fcUnq ij oSQls igq¡psA

;fn ,slk fcUnq dksbZ gS] rks og dgk¡ fLFkr gksxk\ b"Vre fcUnq ctV js[kk ij fLFkr gksxkA
ctV js[kk ls uhps fLFkr fcUnq b"Vre ugha gks ldrkA ctV js[kk ls uhps fLFkr fcUnq dh rqyuk
esa ctV js[kk ij ges'kk dksbZ ,slk fcUnq gksrk gS] ftlesa nksuksa oLrqvksa esa ls de ls de ,d
dh ek=kk vf/d gksrh gS rFkk nwljh dh ek=kk Hkh de ugha gksrh vr% miHkksDrk ,dfn"V
vfèkekuksa okys blh fcUnq dks vf/ekurk nsrk gSA vr% ;fn miHkksDrk osQ vf/eku ,dfn"V gksa
rks ctV js[kk ls uhps fdlh Hkh fcUnq ij dksbZ ,slk fcUnq gksrk gS] ftls miHkksDrk vf/ekurk
nsrk gSA ctV js[kk osQ Åij fLFkr fcUnq miHkksDrk dks miyC/ ugha gksrsA blfy,] miHkksDrk dk
b"Vre caMy (lcls vf/d vf/eku okyk caMy) ctV js[kk ij fLFkr gksrk gSA

foLFkkiu dh lhekar nj rFkk dherksa osQ vuqikr esa lekurk

miHkksDrk dk b"Vre caMy ,sls fcUnq ij fLFkr gksrk gS] tgk¡ ctV js[kk fdlh ,d
vufèkeku oØ dks Li'kZ djrh gSA ;fn ctV js[kk vuf/eku oØ osQ fdlh fcUnq dks
Li'kZ djrh gks] rks vuf/eku oØ dh izo.krk dk fujis{k dher vkSj ctV js[kk
(dher vuqikr) dk fujis{k dher ml fcUnq ij ,d leku gksaxsA ge igys ;g fopkj
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ctV js[kk ij b"Vre caMy dgk¡ fLFkr gksxk\ ftl fcUnq ij ctV js[kk osQoy
vufèkeku oØksa esa ls fdlh ,d dks Li'kZ djrh gS] ogh b"Vre8 gksxkA ;g ns[kus osQ fy,
fd ,slk D;ksa gS] è;ku nhft, fd ctV js[kk ij dksbZ Hkh fcUnq (ml fcUnq dks NksM+dj ftl
ij og vuf/eku oØ dks Nwrk gS) fdlh uhps okys vuf/eku oØ ij fLFkr gksrk gS vkSj
bl izdkj fuEuLrjh; gksrk gSA vr%] ,slk ,d fcUnq miHkksDrk dk b"Vre ugha gks ldrkA
b"Vre caMy ctV js[kk osQ ,sls fcUnq ij fLFkr gksrk gS] tgk¡ ctV js[kk vuf/eku oØ ij
Li'kZ js[kh; gksA

js[kkfp=k 2-10 esa miHkksDrk osQ b"Vre
dks iznf'kZr fd;k x;k gSA (x*

1
,x*

2
) ij

ctV js[kk dkys jax okys vuf/eku oØ ij
Li'kZ js[kh; gSaA è;ku nsus okyh tks igyh
ckr gS og ;g gS fd tks vuf/eku oØ]
ctV js[kk dks osQoy Li'kZ djrk gS] og
miHkksDrk osQ fy, miyC/ ctV lsV dh
ǹf"V ls loksZPp vuf/eku oØ gSA blls
Åij osQ vuf/eku oØksa ij fLFkr caMy]
LysVh okys dh rjg] miHkksDrk dh lkeF;Z
ls ckgj gSaA blls uhps osQ vufèkeku oØksa
ij fLFkr caMy] uhys okys dh rjg mu

dj pqosQ gSa fd vufèkeku oØ dh izo.krk ml nj dks O;Dr djrh gS] ftl ij
miHkksDrk ,d oLrq osQ LFkku ij nwljh oLrq dks ysus osQ fy, rS;kj gSA ctV js[kk dh
izo.krk og nj gS] ftl ij miHkksDrk ck”kkj esa ,d oLrq osQ LFkku ij nwljh oLrq dks
ysus esa l{ke gksrk gSA b"Vre fcUnq ij nksuksa nj ,d tSlh gksuh pkfg,A bldk dkj.k
tkuus osQ fy, ,d ,sls fcUnq dks ysa] tgk¡ ,slk ugha gSA eku yhft,] ,sls fcUnq ij
izfrLFkkiu dh lhekar nj 2 gS vkSj ;g Hkh ekurs gSa fd nksuksa oLrqvksa dh dher ,d
tSlh gSA bl fcUnq ij ;fn miHkksDrk dks oLrq 1 dh ,d vfrfjDr bdkbZ ns nh tk,]
rks og mlosQ cnys oLrq 2 dh nks bdkb;k¡ NksM+ nsus osQ fy, rS;kj gSA ysfdu] og
ck”kkj esa oLrq 2 dh osQoy ,d bdkbZ nsdj gh oLrq 1 dh ,d vfrfjDr bdkbZ
[kjhn ldrh gSA blfy,] vxj og oLrq 1 dh ,d vfrfjDr bdkbZ [kjhn ysrh gS]
rks og bl fcUnq }kjk iznf'kZr caMy dh rqyuk esa nksuks a oLrqvksa dh vf/d ek=kk
izkIr dj ldrh gS vkSj bl izdkj vius vf/ekfur caMy dks izkIr djus dh vksj
izo`Ùk gks ldrh gSA vr% ftl fcUnq ij foLFkkiu dh lhekar nj vfèkd gks] rks
dher vuqikr b"Vre fcUnq ugha ys ldrkA foLFkkiu dh lheakr nj ftl&ftl fcUnq
ij dher vuqikr ls de gks mlosQ fo"k; esa gh roZQ Lohdkj fd;k tk ldrk gSA

miHkksDrk dk b"Vre fcUnq% fcUnq (x*
1
,x*

2
), tgk¡ ij

ctV js[kk fdlh vufèkeku oØ ij Li'kZ js[kh; gS]
miHkksDrk dk b"Vre caMy n'kkZrh gSA

( * , * )x x1 2

O

oLrq 2

oLrq 1
js[kkfp=k 2-10

8vkSj vf/d la{ksi esa] vxj bl fLFkfr dks js[kkfp=k 2-10 esa n'kkZ;k tk, rks b"Vre ml fcUnq ij izkIr gksxk tgk¡
ctV js[kk fdlh ,d vufèkeku oØ dks Li'kZ djrh gSA ;|fi] nwljh fLFkfr Hkh gS tgk¡ b"Vre ml fcUnq ij gksrk
gS tgk¡ miHkksDrk viuh lexz vk; ml oLrq ij [kpZ djrk gSA
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oj.k ;k p;u dh leL;k

p;u dh leL;k thou osQ vusd lanHkks± esa lkeus vkrh gSA fdlh p;u leL;k esa
fodYiksa dk lkè; lsV gksrk gSA bl lkè; lsV esa ,sls fodYi 'kkfey gksrs gSa] tks O;fDr
fo'ks"k osQ fy, miyC/ gksrs gSaA ;g eku fy;k tkrk gS fd O;fDr osQ ikl lkè; fodYiksa
osQ lsV osQ lqLi"V vf/eku gSA nwljs 'kCnksa esa] O;fDr dks Li"V tkudkjh gS fd mldh
ilUn vkSj ukilUn D;k gS vkSj bl dkj.k og lkè; lsV osQ fdUgha nks fodYiksa dh
ijLij rqyuk dj ldrk gSA O;fDr vius vf/ekuksa osQ vk/kj ij lHkh fodYiksa dk
Js.khdj.k loksZÙke ls ysdj uhps rd dh dksfV esa dj ldrk gSA ;g lkè; lsV vkSj
fodYiksa osQ lsV dk lqLi"V vf/eku laca/ gh p;u dk vk/kj curk gSA lkekU;r%
O;fDr;ksa dks ;qfDr'khy ekuk tkrk gSA muosQ ikl lqLi"V vf/eku gh ugha gksrs] cfYd
os p;u Hkh vius vf/ekuksa osQ vuqlkj gh djrs gSaA fdlh Hkh miyC/ fLFkfr esa dksbZ
Hkh ;qfDr'khy O;fDr vius fy, ges'kk loksZÙke gh izkIr djuk pkgrk gSA nwljs 'kCnksa esa]
;qfDr'khy O;fDr lkè; lsV esa ls loksZÙke fodYi dk gh p;u djrk gSA

bl ikB~; esa geus miHkksDrk osQ p;u osQ fo'ks"k lanHkZ esa ykxw p;u leL;k dk
vè;;u fd;k gSA ;gk¡ ctV lsV lkè; lsV gS vkSj nksuksa oLrqvksa osQ fofHkUu caMy ftUgsa
miHkksDrk izpfyr ck”kkj dher ij [kjhn ldrk gS] fodYi gSaA ;g ekuk tk jgk gS fd
miHkksDrk ;qfDr'khy gSA ctV lsV osQ lanHkZ esa mldk vfèkeku&laca/ lqLi"V gS vkSj og
ctV lsV ls vius lcls vf/d vf/ekurk izkIr caMy dk p;u djrk gSA bl fLFkfr
esa miHkksDrk dk b"Vre caMy gh mldk p;u gSA

fcUnqvksa ls fuf'pr :i ls fuEuLrjh; gksrs gSa] tks ctV js[kk dks Li'kZ djus okys vuf/eku oØksa
ij fLFkr gSaA ctV js[kk dk nwljk dksbZ Hkh fcUnq fupys vuf/eku oØ ij fLFkr gksrk gS vkSj bl
dkj.k (x*

1,x
*
2) ls fuEuLrjh; gSA blfy, (x*

1,x
*
2) miHkksDrk dk b"Vre caMy gSA

2-4 ek¡x

iwoZ [kaM esa geus miHkksDrk dh p;u leL;k dks i<+k rFkk oLrqvksa dh dherksa] miHkksDrk dh vk;
vkSj mlosQ vf/ekuksa dh nh gqbZ fLFkfr esa miHkksDrk osQ b"Vre caMy dh O;qRifÙk dh geus ns[kk
fd oLrq dh ek=kk ftldk p;u miHkksDrk b"Vre :i esa djrk gS] oLrq dh viuh dher] vU;
oLrqvksa dh dherksa] miHkksDrk dh vk;] mldh :fp rFkk vf/ekuksa ij fuHkZj djrk gSA buesa ls
,d ;k ,d ls vf/d ifjorks± esa ifjorZu gksrk gS] rks miHkksDrk }kjk p;fur oLrq dh ek=kk esa
Hkh ifjorZu vkus dh laHkkouk gks tkrh gSA ;gk¡ ge buesa ls ,d le; ,d ifjorZ dks cny dj
vè;;u djrs gSa fd oSQls miHkksDrk }kjk p;fur oLrq dh ek=kk ml ifjorZ ls lac¼ gSA

iQyu
iQyu fdUgha nks ifjorh± x  vkSj y osQ laca/ esa fopkj djsaA

y = f (x)

nks ifjorks± x vkSj y osQ chp bl izdkj laca/ gS fd x osQ izR;sd ewY; osQ fy, ifjorZ
y dk ,d vf}rh; ewY; gSA nwljs 'kCnksa esa] f (x) ,d fu;e gS tks x osQ izR;sd ewY;
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osQ fy, y ,d vf}rh; ewY; fu/kZfjr djrk gS] D;ksafd y dk ewY; x osQ ewY; ij fuHkZj
djrk gSA vr% y dks ijra=k ifjorZ rFkk x dks Lora=k ifjorZ dgk tkrk gSA

mnkgj.k  1

,d ,slh fLFkfr osQ laca/ esa fopkj djsa] ftlesa x osQ ewY; 0]1 ]2 ]3 gks ldrs gSa
vkSj eku ysa fd mlosQ vuq:i y osQ ewY; Øe'k% 10] 15] 18 vkSj 20 gSaA ;gk¡ iQyu
y = f (x) osQ }kjk y vkSj x osQ chp laca/ gS] ftls bl rjg ifjHkkf"kr fd;k tkrk gS%
f (0) =10; f (1) = 15; f (2) = 18 vkSj f (3)=20

mnkgj.k  2

,d nwljh fLFkfr osQ laca/ esa fopkj djsa] ftlesa x osQ ewY; 0]5]10 vkSj 20 gks ldrs
gSa vkSj eku yhft, fd mlosQ vuq:i y osQ ewY; Øe'k% 100]90]70 vkSj 40 gSA ;gk¡
iQyu y = (fx) osQ }kjk y vkSj x osQ chp laca/ gS] ftls bl rjg ifjHkkf"kr fd;k tkrk
gS% f (0) = 100; f (10) = 90; f (15) = 70 vkSj f (20) = 40

nks ifjorks± osQ chp osQ iQyu laca/ dks izk;% chtxf.krh; :i esa vfHkO;Dr fd;k tkrk
gSA mnkgj.kkFkZ%

y = 5 + x vkSj y = 50 – x

;g x osQ ewY; osQ c<+us ij y dk ewY; ugha ?kVrk rks iQyu y = f (x) oèkZeku iQyu
gSA ;fn x osQ ewY; osQ c<+us ij y dk ewY; ugha c<+rk] rks ;g ßkleku izfriQy gksrk
gSA mnkgj.k 1 esa n'kkZ;k x;k o/Zeku iQyu gSA blh izdkj iQyu y = x + 5 Hkh oèkZeku
iQyu gSA mnkgj.k 2 esa fn;k x;k iQyu ßkleku iQyu gSA iQyu y = 50 –x Hkh ßkleku
iQyu gSA

x

x

x

y

y

y

O x

y

O

(0, 10)

(1, 15)

(2, 18)
(3, 20)

y

x

=
5

+

y

x

= 50 –

O

(0, 100)

(5, 90)

(10, 70)

(20, 40)

O

(a) (b)

(c) (d)
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2-4-1 ek¡x oØ rFkk ek¡x dk fu;e

;fn nwljh oLrqvksa dh dher] miHkksDrk dh vk; rFkk mldh vfHk:fp vkSj vf/eku
vifjofrZr jgrs gSa] rks fdlh oLrq dh ek=kk ftldk miHkksDrk b"Vre :i ls p;u djrk gS]
iwjh rjg ls mldh dher ij fuHkZj gks tkrh gSA fdlh oLrq dh ek=kk osQ fy, miHkksDrk dk b"Vre
p;u rFkk mldh dher esa laca/ vR;ar egÙoiw.kZ gS rFkk ;g laca/ ek¡x iQyu dgykrk gSA bl
izdkj] fdlh oLrq osQ fy, miHkksDrk dk ek¡x iQyu oLrq dh og ek=kk n'kkZrk gS] tc vU;
oLrqvksa osQ iwoZor~ jgus ij miHkksDrk dher osQ fofHkUu Lrjksa ij mldk p;u djrk gSA
miHkksDrk dh ek¡x bldh dher osQ ,d iQyu osQ :i esa bl izdkj fy[kh tk ldrh gS%

q = d (p) (2-12)

tgk¡ q ek=kk dks bafxr djrk gS rFkk p oLrq dh dher bafxr djrk gSA
ek¡x iQyu dks xzkiQh; :i  esa Hkh n'kkZ;k

tk ldrk gS tSls fd js[kkfp=k 2-11 esa n'kkZ;k
x;k gSA ek¡x iQyu dk xzkiQh; fp=k.k ek¡x oØ
dgykrk gSA

mHkksDrk dk fdlh oLrq osQ fy, ek¡x rFkk
ml oLrq dh dher osQ chp laca/ lkèkkj.kr%
udkjkRed gksrk gSA nwljs 'kCnksa esa] oLrq dh
ek=kk tks miHkksDrk dk b"Vre p;u gksxk] og
oLrq dh dher fxjus ls laHkkfor :i ls c<+
ldrk gS rFkk ;g oLrq dh dher esa o`f¼
gksus ij laHkkfor :i ls ?kV ldrk gSA

;g ns[kus osQ fy, fd ,slk D;ksa gS] ,d
miHkksDrk dks yhft,] ftldh vk; M gS rFkk
nksuksa oLrqvksa dh dher p

1
 rFkk p

2
 gSaA eku

yhft,] bl fLFkfr esa miHkksDrk dk b"Vre caMy (x*
1
,x*

2
) gSA vc ns[ksa] fd Δp

1
 dh ek=kk osQ

lkFk oLrq 1 dh dher esa fxjkoV vkus osQ lkFk oLrq 1 dh ubZ dher (p
1
–Δp

1
) gSA è;ku nhft,]

fd dher ifjorZu osQ nks izHkko gSaA

fdlh iQyu dk xzkiQh; izLrqrhdj.k

iQyu y = f (x) dk xzkiQ ml iQyu dk xzkiQh; izLrqrhdj.k gksrk gSA Åij fn, x,
mnkgj.kksa esa iQyuksa osQ xzkiQ dks uhps fn;k x;k gSA
lkekU;r% fdlh xzkiQ esa Lora=k ifjorZ dh eki leLrj v{k ij dh tkrh gS vkSj ijra=k
ifjorZ dh eki mèoZLrj v{k ij dh tkrh gSA ijUrq vFkZ'kkL=k esa dHkh&dHkh blosQ foijhr
Hkh fd;k tkrk gSA mnkgj.kkFkZ] ek¡x oØ dks Lora=k ifjorZ (dher) dks mèoZLrj v{k ij
ysdj cuk;k tkrk gS vkSj ijra=k ifjorZ (ek=kk) dks leLrj v{k ij ysdj cuk;k tkrk gSA
o/Zeku ifjorZ dk xzkiQ Åij dh vksj c<+rk gqvk izo.krk okyk vFkok mèoZLrjh; gksrk
gS vkSj ßkleku iQyu dk xzkiQ uhps dh vksj ?kVrk gqvk izo.krk okyk vFkok leLrjh;
gksrk gSA tSlk fd ge Åij osQ vkjs[kksa esa ns[k ldrs gSa y = 5 + x dk xzkiQ Åij dh
vksj izo.krk okyk vkSj y = 50 –x dk xzkiQ uhps dh vksj izo.krk okyk gSA

ek¡x oØ% fdlh miHkksDrk }kjk pquh xbZ oLrq dh ek=kk
vkSj ml oLrq dh dher osQ chp osQ laca/ dks ek¡x oØ
dgk tkrk gSA Lora=k ifjorZ (dher) dh eki mèoZLrj
v{k ij dh tkrh gS rFkk ijra=k ifjorZ dh ek¡x leLrj
v{k ij dh tkrh gSA ek¡x oØ izR;sd dher ij miHkksDrk
}kjk ek¡x dh xbZ oLrq dh ek=kk dks n'kkZrk gSA

O

dher

ek=kk
js[kkfp=k 2-11
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(i) oLrq 1 oLrq 2 ls igys dh rqyuk esa lLrh cu tkrh gSA
(ii) mHkksDrk dh Ø; 'kfDr c<+ tkrh gSA dher esa ifjorZu osQ iQyLo:i igys leku nzO;

ls gh og vf/d ek=kk esa oLrqvksa dks [kjhn ldrh gSA fo'ks"k :i ls og M ls de O;;
djosQ igys okys caMy dks [kjhn ldrh gSA

dher ifjorZu osQ ;s nksuksa gh izHkko μ Ø; 'kfDr esa ifjorZu rFkk lkis{k dher esa
ifjorZu] miHkksDrk osQ b"Vre p;u dks izHkkfor dj ldrs gSaA dher esa lkis{k ifjorZu osQ izfr
miHkksDrk fdl rjg izfrfØ;k djsxk] ;g tkuus osQ fy,] ge eku ysrs gSa fd mldh Ø; 'kfDr
bl izdkj lek;ksftr gqbZ gS fd og caMy (x*

1
,x*

2
) [kjhn ldrk gSA

dherksa (p
1
– Δp

1
) rFkk p

2
 ij caMy (x*

1
,x*

2
) dh dher gS (p

1
– Δp

1
)x*

1
+p

2
x*

2

* * *
1 2 11 2 1p x p x p x= + − Δ

1 1M p x= − Δ
vr% oLrq 1 osQ ewY; esa fxjkoV osQ ckn] ;fn miHkksDrk dh vk; ek=kk Δp

1
x*

1
 ls

?kVrh gS] rks mldh Ø; 'kfDr iwoZ Lrj ij lek;ksftr gks tkrh gSA9 eku yhft, fd dher
(p

1
– Δp

1
), p

2
 rFkk vk; (M–Δp

1
x*

1
) ij] miHkksDrk dk b"Vre caMy gS (x**

1
,x**

2
).

x**
1
x*

1
 dh rqyuk esa cM+k vFkok leku gksuk pkfg,A ,slk D;ksa gksrk gS ;g ns[kus osQ fy,

fp=k 2-12 ij xkSj dhft,A

9 mnkgj.kkFkZ] ,d ,sls miHkksDrk ij fopkj djsa] ftldh vk; 30 #i;s gSaA eku ysa fd oLrq 1 dh dher 4
#i;s rFkk oLrq 2 dh dher 5 #i;s gS ,oa bu dherksa ij miHkksDrk dk b"Vre caMy (5] 2) gSA vc eku
ysa fd oLrq 1 dh dher fxjdj 3 #i;s gks tkrh gSA vxj dherksa esa fxjkoV osQ iQyLo:i miHkksDrk dh vk;
esa 5 #i;s dh fxjkoV vkrh gSA vc og caMy (5] 2) dks [kjhn ldrh gSA è;ku nsa fd oLrq 1 dh dher esa
ifjorZu (1 #ñ) oLrq 1 dh iwoZ esa [kjhnh xbZ ek=kk dk xq.kk gS] rFkk dher esa ifjorZu (5 bdkbZ) mldh
vk; (5 #ñ) esa lek;kstu osQ cjkcj gSA

( * , * )x x1 2

O

(a)

( * , * )x x1 2

O

(b)

oLrq 2 oLrq 2

oLrq 1 oLrq 1

js[kkfp=k 2-12

LFkkukiUu izHkko% yky js[kk dher esa ifjorZu osQ igys og miHkksDrk dh ctV js[kk dk fp=k.k djrh gSA
iSuy (a) esa uhyh js[kk oLrq 1 dh dher fxjus osQ ckn dh miHkksDrk dh ctV js[kk dks fp=k.k djrh gSA iSuy
(b) esa uhyh js[kk ml ctV js[kk dk fp=k.k djrh gS tc miHkksDrk dh vk; dks lek;ksftr dj fn;k x;k gSA

vkjs[k esa LysVh js[kk miHkksDrk osQ ctV js[kk dk izfrfuf/Ro djrh gS] tc mldh vk; M
gS rFkk nksuksa oLrqvksa dh dher p

1
 rFkk p

2
 gSA ctV js[kk ij vFkok mlosQ uhps osQ lHkh fcUnq

miHkksDrk dks miyC/ gSaA D;ksafd miHkksDrk dk vf/eku ,dfn"V gSA vr% b"Vre caMy
(x*

1
,x*

2
) ctV js[kk ij fLFkr gSA uhyh js[kk ctV js[kk dk izfrfuf/Ro oLrq 1 dh dher esa

fxjkoV osQ i'pkr~ djrh gSA ;fn miHkksDrk dh vk; ek=kk Δp
1
x*

1
 ls ?kVk nh tkrh gS] rks uhyh
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ctV js[kk ckb± vksj lekukarj f'kÝV gksxhA è;ku nhft,] fd f'kÝV gqbZ ctV js[kk (x*
1,x

*
2) ls

xq”kjrh gSA ,slk blfy, gS fd D;ksafd vk; bl izdkj lek;ksftr dh xbZ gSa fd miHkksDrk osQ
ikl osQoy caMy (x*

1
,x*

2
) [kjhnus osQ fy, /u gSA

;fn miHkksDrk dh vk; dher esa ifjorZu osQ ckn bl izdkj lek;ksftr fd;k tk,] rks og
fdl caMy dk p;u djsxk\ fuf'pr :i ls b"Vre caMy f'kÝV gqbZ ctV js[kk ij fLFkr gksxkA
ijUrq D;k og dksbZ Hkh caMy fcUnq (x*

1
,x*

2
) osQ ckbZa vksj pqu ldrk gSA fuf'pr :i ls] ughaA

è;ku nhft,] fd bl ctV js[kk ij fLFkr lHkh fcUnq tks (x*
1,x

*
2) osQ ckbZa vksj gS] LysVh ctV

js[kk osQ uhps fLFkr gS rFkk dher ifjorZu ls igys miyC/ FksA buesa ls fdlh Hkh fcUnq dh
rqyuk esa de ls de ,d fcUnq LysVh ctV js[kk ij gS ftls miHkksDrk }kjk vfèkekurk nh xbZ
gSA ;g Hkh è;ku nhft,] fd D;ksafd (x*

1,x
*
2) dher ifjorZu ls iwoZ b"Vre caMy Fkk]

miHkksDrk dks LysVh js[kk ij (x*
1
,x*

2
) dks fdlh Hkh vU; caMy dh rqyuk esa egÙo nsuk

pkfg,A vr% ;g lkiQ gS fd lHkh fcUnq tks f'kÝV gqbZ ctV js[kk ij (x*
1
,x*

2
) osQ ckbZa vksj

gS] (x*
1,x

*
2) ls fuEuLrjh; gksus pkfg,A ;qfDr'khy miHkksDrk osQ fy, ;g le>nkjh ugha gksxh

fd og ,d fuEuLrjh; caMy pqus] tc vHkh Hkh (x*
1
,x*

2
) caMy miyC/ gSA f[kldh gqbZ

ctV js[kk ij tks caMy (x*
1
,x*

2
) osQ nkb± vksj gS] miHkksDrk dks dher ifjorZu ls igys

miyC/ ugha FksA ;fn miHkksDrk }kjk buesa ls dksbZ Hkh caMy (x*
1,x

*
2) dh rqyuk esa vf/ekurk

fn;k tkrk gS] rks og ,slk caMy pqu ldrk gS ;k og caMy (x*
1
,x*

2
) dks pquuk tkjh j[ksxkA

è;ku nhft, fd f[kldh gqbZ ctV js[kk ij osQ lHkh caMyksa esa tks (x*
1
,x*

2
) osQ nkb± vksj gS]

x*
1 oLrq 1 dh bdkb;ksa ls vf/d ek=kk gksrh gSA vr% ;fn oLrq 1 osQ dher esa fxjkoV vkrh

gS rFkk miHkksDrk dh vk; mlosQ Ø; 'kfDr osQ iwoZ Lrj ij lek;ksftr dh tkrh gS rks
;qfDr'khy miHkksDrk oLrq 1 dk miHkksx ugha de djsxkA fdlh oLrq dh dher esa ifjorZu gksus
ij vkSj miHkksDrk dh vk; dks bl izdkj lek;ksftr djus ij fd og mlh caMy dks [kjhn
losQ ftls og dher esa ifjorZu osQ igys [kjhnrk Fkk] oLrq dh b"Vre ek=kk esa gq, ifjorZu
dks izfrLFkkiu izHkko dgk tkrk gSA

ijUrq] ;fn miHkksDrk dh vk; esa ifjorZu ugha vkrk] rks oLrq 1 dh dher esa fxjkoV osQ
dkj.k miHkksDrk viuh Ø; 'kfDr esa o`f¼ Hkh eglwl djsxkA lk/kj.kr% Ø; 'kfDr esa o`f¼ osQ
dkj.k miHkksDrk vf/d oLrqvksa dk miHkksx djus osQ fy, izsfjr gksxkA oLrqvksa dh dherksa esa
ifjorZu osQ iQyLo:i Ø; 'kfDr esa ifjorZu osQ dkj.k oLrqvksa dh b"Vre ek=kk esa tks ifjorZu
gksrk gS] mls vk; izHkko dgk tkrk gSA vr% oLrq 1 dh dher esa fxjkoV osQ nks izHkko lkFk
feydj dk;Z djrs gSa rFkk oLrq 1 osQ fy, miHkksDrk dh ek¡x esa o`f¼ gksrh gSA10 vr% vU;
oLrqvksa dh dher miHkksDrk dh vk; rFkk mldh vfHk#fp o vf/ekurk ij fn, x, gksus ij]
ml oLrq dh ek=kk ftldk p;u miHkksDrk b"Vre :i ls djrh gS] oLrq dh dher ls izfrykse
lac¼ gksrh gSA bl izdkj fdlh oLrq osQ fy, ek¡x oØ] lk/kj.kr% uhps dh vksj izo.k

10tSlk fd ge cgqr tYn ppkZ djsaxs] miHkksDrk dh Ø; 'kfDr (vk;) esa o`f¼ dHkh&dHkh miHkksDrk dks oLrqvksa
osQ miHkksx esa deh ykus dks izsfjr dj ldrh gSA ,slh fLFkfr esa izfrLFkkiUu izHkko rFkk vk; izHkko ,d nwljs osQ
foijhr fn'kk esa dk;Z djrs gSaA ,sls oLrqvksa dh ek¡x ldkjkRed vFkok udkjkRed :i ls dherksa ls lac¼ gks ldrh
gS] tks fd bu nks foijhr izHkkoksa okys 'kfDr;ksa ls lacaf/r gSA ;fn izfrLFkkiUu izHkko] vk; izHkko ls vfèkd gS]
rks bl n'kk esa oLrq dh ek¡x rFkk oLrq dh dher foijhr :i ls lac¼ gksaxsA ;|fi] ;fn vk; izHkko ”;knk izHkkodkjh
gS] izfrLFkkiUu izHkko ls rks oLrq dh ek¡x mldh dher ls ldkjkRed :i ls lac¼ gksxhA bl rjg dh oLrq dks
^fxfiQu oLrq* dgk tkrk gSA
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gksrk gS tSlk fd js[kkfp=k 2-11 esa n'kkZ;k x;k gSA fdlh oLrq osQ fy, miHkksDrk dh ek¡x rFkk
oLrq dh dher osQ chp izfrykse laca/ vDlj ek¡x dk fu;e dgykrk gSA

ek¡x dk fu;e% ;fn fdlh oLrq osQ fy, fdlh miHkksDrk dh ek¡x mlh fn'kk esa gS ftl
fn'kk esa miHkksDrk dh vk; gS rks ml oLrq osQ fy, miHkksDrk dh ek¡x dk mldh dher osQ
lkFk foijhr laca/ gksrk gSA

jSf[kd ek¡x

jSf[kd ek¡x oØ dks lk/kj.kr% bl izdkj n'kkZ;k tk ldrk gSA

d (p) = a – bp; 0 ≤ p ≤ a
b

 = 0;  p > a
b

(2-13)

tgk¡ a mèoZLrj var%[kaM gS] –b ek¡x
oØ dh izo.krk gSA 0 dher ij ek¡x a gS

rFkk 
a

b
 osQ cjkcj dher ij ek¡x 0 gSA

ek¡x oØ dh izo.krk ml nj dh eki
djrh gS] ftl ij dher osQ lanHkZ esa ek¡x
esa ifjorZu gks tkrh gSA oLrq dh dher esa
,d bdkbZ o`f¼ osQ fy, ek¡x b bdkb;k¡
fxjrh gSaA js[kkfp=k 2-13 esa jSf[kd ek¡x
oØ dks n'kkZ;k x;k gSA

2-4-2 lkekU; vkSj fuEuLrjh; oLrq,¡

ek¡x iQyu] miHkksDrk dh oLrq osQ fy, ek¡x rFkk bldh dher osQ chp dk laca/ gS] tc vU;
oLrq,¡ nh gqbZ gksaA fdlh oLrq dh ek¡x rFkk bldh dher osQ chp laca/ osQ vè;;u osQ LFkku
ij ge miHkksDrk dh fdlh oLrq osQ fy, ek¡x rFkk miHkksDrk dh vk; osQ laca/ dk Hkh
vè;;u dj ldrs gSaA miHkksDrk dh vk; esa o`f¼ gksus ij fdlh oLrq osQ fy, miHkksDrk dh
ek¡x c<+ ;k ?kV ldrh gS vkSj ;g oLrq osQ Lo:i ij fuHkZj djrk gSA vf/drj oLrq] ftudk
p;u miHkksDrk djrk gS mldh ek=kk esa o`f¼ gksrh gS] tc miHkksDrk dh vk; esa o`f¼ gksrh
gS rFkk oLrq dh ek=kk esa deh vkrh gS tc miHkksDRkk dh vk; esa deh vkrh gSA ,slh oLrq,¡
lkekU; oLrq,¡ dgykrh gSaA vr% ,d miHkksDrk dh ek¡x lkekU; oLrq osQ fy, mlh fn'kk esa
xfr djrh gS] ftl fn'kk esa miHkksDrk dh vk;A ysfdu] oqQN ,slh Hkh oLrq,¡ gSa ftuosQ fy,
ek¡x miHkksDrk dh vk; osQ foijhr fn'kk esa tkrh gSA ,slh oLrqvksa dks fuEuLrjh; oLrq,¡ dgk
tkrk gSA miHkksDrk dh vk; tSls&tSls c<+rh gS] fuEuLrjh; oLrqvksa osQ fy, ek¡x ?kVrh tkrh
gS vkSj vk; tSls&tSls ?kVrh gS fuEuLrjh; oLrqvksa dh ek¡x c<+ tkrh gSA fuEuLrjh; oLrqvksa
osQ mnkgj.k gSa] tSlsμfuEuLrjh; [kk| inkFkZ] eksVs vuktA

oqQN oLrq,¡ fdlh miHkksDrk osQ fy, vk; osQ oqQN Lrjksa ij lkekU; oLrq gks ldrh gS rFkk
vU; Lrjksa ij fuEuLrjh; oLrq gks ldrh gSA miHkksDrk dh vk; ;fn vR;ar uhps osQ Lrj ij
gS] rks mldh vk; osQ c<+us ij fuEu dksfV osQ [kk|kUuksa osQ fy, mldh ek¡x c<+ tk,xhA

jSf[kd ek¡x oØ% ;g fp=k lehdj.k 2-13 esa fn;s x;s
jSf[kd ek¡x dks n'kkZrk gSA

a  b/

a

q
a

bp

=
–

O ek=kk

dher

js[kkfp=k 2-13
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ysfdu ,d Lrj osQ ckn miHkksDrk dh vk;] ;fn c<+ tkrh gS rks ,sls [kk|kÂksa osQ fy, mldh
ek¡x ?kV ldrh gSA

2-4-3 LFkkukiUu rFkk iwjd

ge miHkksDrk }kjk pquh tkus okyh oLrq dh ek=kk rFkk fdlh lac¼ oLrq dh dher osQ chp laca/
dk Hkh vè;;u dj ldrs gSaA ,d oLrq dh ek=kk ftldk p;u miHkksDrk djrk gS] fdlh lac¼
oLrq dh ewY; esa òf¼ osQ lkFk c<+ ldrh gS vFkok ?kV ldrh gSA ,slk gksuk bl ij fuHkZj djrk
gS fd nksuksa oLrq,¡ LFkkukiUu gSa vFkok ,d&nwljs osQ iwjd gSaA ftu oLrqvksa dk lkFk&lkFk mi;ksx
fd;k tkrk gS] mUgsa iwjd oLrq,¡ dgk tkrk gSA buosQ mnkgj.k gSa] pk; rFkk phuh] twrs rFkk tqjkc]
dye rFkk L;kgh vkfnA D;ksafd pk; rFkk phuh ,d lkFk mi;ksx esa yk, tkrs gSa] laHko gS fd
phuh dh dher esa òf¼ pk; osQ fy, ek¡x ?kVk,xh rFkk phuh dh dher esa fxjkoV laHkor% pk;
dh ek¡x dks c<+k,xhA vU; iwjdksa osQ lkFk Hkh ,slk gh gksrk gSA lekU;r% fdlh oLrq osQ fy, ek¡x
dh xfr mldh iwjd oLrqvksa dh dher osQ foijhr fn'kk esa gksrh gSA

iwjdksa osQ foijhr pk; o dkWiQh tSlh oLrqvksa dk ,d lkFk miHkksx ugha gksrkA okLro esa
os ,d&nwljs osQ fy, LFkkukiUu gksrh gSA D;ksafd pk; dkWiQh dk LFkkukiUu gS] vr% ;fn dkWiQh
dh dher esa o`f¼ gksrh gS] rks miHkksDrk pk; dh vksj tk ldrs gSa vkSj bl izdkj pk; dk
miHkkssx laHkor% vf/d gks ldrk gSA nwljh vksj] ;fn dkWiQh dh dher ?kVrh gS] rks pk; dk
miHkksx laHkor% uhps tk ldrk gSA lk/kr.kr% fdlh oLrq dh ek¡x mlosQ LFkkukiUu oLrq dh
dher dh fn'kk esa xfr djrh gSA

2-4-4 ek¡x oØ esa f'kÝV

ek¡x oØ ;g ekudj cuk;k x;k Fkk fd miHkksDrk dh vk;] vU; oLrqvksa dh dhersa rFkk
miHkksDrk dk vf/eku fn;k x;k gSA ;fn buesa ls dksbZ oLrq cnyrh gS] rks ek¡x oØ esa fdl
izdkj dk ifjorZu gksrk gS\

vU; oLrqvksa dh dherksa vkSj fdlh miHkksDrk osQ vf/eku fn, gq, gksus ij] ;fn mldh
vk; esa o`f¼ gksrh gS] rks izR;sd dher ij oLrq osQ fy, ek¡x esa ifjorZu gksrk gS vkSj bl izdkj
ek¡x oØ f'kÝV gks tkrk gSA lkekU; oLrqvksa osQ fy, ek¡x oØ dk f'kÝV nkb± vksj rFkk
fuEuLrjh; oLrqvksa osQ fy, ek¡x oØ dk f'kÝV ckb± vksj gksrk gSA

miHkksDrk dh vk; vkSj mlosQ vf/eku osQ fn, gksus dh fLFkfr esa] ;fn lacaf/r oLrq dh
dher esa ifjorZu gksrk gS rc fdlh oLrq dh dher osQ izR;sd Lrj ij ml oLrq osQ fy,
ek¡x esa ifjorZu gks tkrk gS vkSj bl izdkj ek¡x oØ f'kÝV gks tkrk gSA ;fn LFkkukiUu oLrq
dh dher c<+rh gS] rc ek¡x oØ nkb± vksj f'kÝV gksrk gSA blosQ foijhr ;fn iwjd oLrq dh
dher c<+rh gS] rks ek¡x oØ dk f'kÝV ckb± vksj gksrk gSA

miHkksDrk dh #fp;ksa vkSj vf/ekuksa esa ifjorZu osQ dkj.k Hkh ek¡x oØ dk f'kÝV gks ldrk
gSA miHkksDrk dk vf/eku esa ifjorZu ;fn fdlh oLrq osQ i{k esa gksrk gS] rc ,slh oLrq osQ fy,
ek¡x oØ dk f'kÝV nkb± vksj gksxkA blosQ foijhr miHkksDrk osQ vf/eku esa ifjorZu ;fn izfrowQy
gksrk gS] rc ek¡x oØ dk f'kÝV ckb± vksj gksrk gSA mnkgj.kkFkZ] xehZ osQ ekSle esa vkblØhe osQ
ek¡x oØ dk nkb± vksj f'kÝV gksxk] D;ksafd bl ekSle esa vkblØhe dks yksx vf/d ilan djrs
gSaA bl rF; dk yksxksa osQ lkeus vkuk fd 'khry is; LokLF; osQ fy, gkfudkjd gks ldrs gSa] yksxksa
osQ vf/ekuksa dks 'khry is;ksa osQ fo:¼ tkus dk dkj.k gks ldrk gSA blosQ iQyLo:i 'khry is;
osQ fy, ek¡x oØ dk ckb± vksj f'kÝV gksus dh laHkkouk gksrh gSA
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2-4-5 ek¡x oØ dh fn'kk esa xfr vkSj ek¡x oØ esa f'kÝV

tSlk fd geus igys ns[kk gS fd dksbZ miHkksDrk fdlh oLrq dh fdruh ek=kk dk p;u djrk
gS] ;g oLrq dh dher] vU; oLrqvksa dh dhersa] miHkksDrk dh vk; rFkk mldh #fp;ksa vkSj
vf/ekuksa ij fuHkZj djrk gSA ek¡x iQyu oLrq dh ek=kk vkSj mldh dher osQ chp dk ml
le; dk laca/ gksrk gS] tc vU; oLrq,¡ vifjofrZr jgrh gSA ek¡x oØ ek¡x iQyu dk xzkiQh;
fp=k.k gksrk gSA Å¡ph dherksa ij ek¡x de gksrh gS vkSj de dherksa ij ek¡x vf/d gksrh gSA
vr% dher esa dksbZ Hkh ifjorZu gksus osQ iQyLo:i ek¡x oØ dh fn'kk esa xfr gksrh gSA blosQ
foijhr] fdUgha vU; oLrqvksa esa ifjorZuksa osQ iQyLo:i ek¡x oØ f'kÝV gks tkrk gSA js[kkfp=k
2-15 esa ek¡x oØ dh fn'kk esa xfr vkSj ek¡x oØ osQ f'kÝV dks n'kkZ;k x;k gSA

ek¡x esa f'kÝV% iSuy (a) esa ek¡x oØ dk f'kÝV ckb± vksj gksrk gS vkSj iSuy (b) esa f'kÝV nkb± vksj gksrk gSA

(a) (b)

O O
ek=kkek=kk

dherdher

js[kkfp=k 2-14

ek¡x oØ dh fn'kk esa xfr vkSj ek¡x oØ dk f'kÝV% iSuy (a) ek¡x oØ dh fn'kk esa xfr dks fpf=kr djrk
gS vkSj iSuy (b) ek¡x oØ osQ f'kÝV dks fpf=kr djrk gSA

(a) (b)

O O

dherdher

ek=kkek=kk

js[kkfp=k 2-15

2-5 ck”kkj ek¡x

iwoZ [k.M esa geus fdlh miHkksDrk dh p;u dh leL;k dk vè;;u fd;k vkSj miHkksDrk dk
ek¡x oØ izkIr fd;kA ijUrq ck”kkj esa ,d gh oLrq osQ fy, vusd miHkksDrk gksrs gSaA fdlh oLrq
osQ fy, ck”kkj ek¡x dks tkuuk egÙoiw.kZ gksrk gSA fdlh oLrq osQ fy, ,d fo'ks"k dher ij

js[kkfp=k 2-14 ek¡x oØ esa f'kÝV dks n'kkZ;k x;k gSA
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ck”kkj ek¡x lHkh miHkksDrkvksa dh lfEefyr ek¡x dk tksM+ gksrh gSA fdlh Hkh oLrq osQ fy,
ck”kkj ek¡x O;fDr fo'ks"k osQ ek¡x oØksa ls izkIr dh tk ldrh gSA eku yhft,] ,d oLrq osQ
fy, ck”kkj esa osQoy nks gh miHkksDrk gS% eku yhft,] dher p' ij] miHkksDrk 1 dh ek¡x q'

1

gS rFkk miHkksDrk 2 dh ek¡x q'
2
 gSA rc dher p' ij oLrq dh ck”kkj ek¡x q'

1
+ q'

2
 gSA mlh

izdkj dher �p  ij ;fn miHkksDrk 1 dh ek¡x 1�q  gS rFkk miHkksDrk 2 dh ek¡x 2�q  gS rc

dher �p  ij oLrq dh ck”kkj ek¡x 1 2� �q q+  gSA vr% fdlh oLrq osQ fy, izR;sd dher ij
nks miHkksDrkvksa dh ek¡xksa dks ml ewY; ij tksM+ dj ck”kkj ek¡x fudkyh tk ldrh gSA ;fn
fdlh oLrq osQ fy, ck”kkj esa nks ls vf/d miHkksDrk gSa] rks ck”kkj ek¡x mlh izdkj izkIr dh
tk ldrh gSA

tSlk fd js[kkfp=k 2-16 esa n'kkZ;k x;k gS] vyx&vyx O;fDr;ksa osQ leLrjh; ek¡x oØksa
dk xzkiQh; :i esa fp=k.k djosQ Hkh ck”kkj ek¡x oØ izkIr fd;k tk ldrk gSA blosQ fy,
vyx&vyx O;fDr;ksa osQ leLrjh; ek¡x oØksa dks tksM+uk gksxkA nks oØksa dks tksM+us dh bl
fof/ dks leLrjh; ladyu dgk tkrk gSA

q1′ q2′ q q1 2′ ′+

p′ p′ p′

q1 q2
q1 + q2

p p p

ek=kk

d
he
r

d
he
r

d
he
r

ek=kk ek=kk
js[kkfp=k 2-16 (a) (b) (c)

ck”kkj ek¡x oØ dh O;qRifÙk% ck”kkj ek¡x oØ fof'k"V ek¡x oØksa osQ leLrjh; ladyu ls izkIr fd;k
tk ldrk gSA

nks jSf[kd ek¡x oØksa dk tksM+

mnkgj.k osQ fy, ,d ,slk ck”kkj ysrs gSa tgk¡ nks miHkksDrk gSa vkSj bu nksuksa osQ ek¡x lehdj.k
uhps fn, x, gSaA

d
1
(p) = 10 – p (2-14)

rFkk d
2
(p) = 15 – p (2-15)

blosQ vfrfjDr 10 ls vf/d fdlh Hkh dher ij miHkksDrk oLrq 1 dh 0 bdkb;ksa dh
ek¡x djrk gS rFkk mlh izdkj 15 ls vf/d fdlh Hkh dher ij miHkksdrk oLrq 2 dh 0
bdkb;ksa dh ek¡x djrk gS rFkk ck”kkj ek¡x lehdj.kksa (2-12) rFkk (2-13) dks tksM+dj fudkyh
tk ldrh gSA

fdlh Hkh dher ij tks 10 osQ cjkcj gks vFkok mlls de gks ck”kkj ek¡x 25 – 2p

}kjk nh tk,xh rFkk fdlh Hkh dher ij tks 15 bdkb;ksa ls vf/d gks] ck”kkj ek¡x 0 gksxh
rFkk fdlh Hkh dher ij tks 10 ls vf/d gS vkSj 15 ls de gS ;k mlosQ cjkcj gS] ck”kkj
ek¡x 15 – p gksxhA
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2-6 ek¡x dh yksp

fdlh Hkh oLrq osQ fy, ek¡x mldh dher osQ foijhr fn'kk esa tkrh gSA ijUrq dher esa
ifjorZu dk izHkko lnSo leku ugha jgrkA dHkh&dHkh NksVs ls dher ifjorZuksa osQ dkj.k Hkh
ek¡x esa vR;f/d ifjorZu gks tkrh gSA blosQ foijhr] oqQN oLrq,¡ ,slh Hkh gSa ftuosQ fy,
ek¡x] dher ifjorZuksa osQ dkj.k vf/d izHkkfor ugha gksrhA oqQN oLrqvksa osQ fy, ek¡x dher
ifjorZuksa osQ izfr vR;f/d vuqfØ;kRed gksrh gS tcfd vU; oLrqvksa osQ fy, dher
ifjorZuksa osQ dkj.k ek¡x bruh vf/d vuqfØ;kRed ugha gksrhA ek¡x dh dher&yksp oLrq
osQ dher ifjorZu osQ dkj.k bldh ek¡x dh vuqfØ;kRedrk dh eki gSA ek¡x dh dher
yksp dh ifjHkk"kk bl izdkj nh tk ldrh gS% fdlh oLrq dh ek¡x esa izfr'kr ifjorZu dks
ml oLrq dh dher esa izfr'kr ifjorZu ls Hkkx nsus ij izkIr HkkxiQy fdlh oLrq osQ fy,
ek¡x dh dher yksp gSA ,d oLrq osQ fy, ek¡x dh dher yksp]

e
D
 = 

oLr q oQs  fy, ekx¡  ea s ifz r'kr ifjoruZ

oLr q dh dher esa ifz r'kr ifjoruZ

fdlh oLrq osQ ek¡x oØ osQ fo"k; esa lksfp,A eku yhft, fd ewY; p0 ij oLrq osQ fy,
ek¡x q0 gS rFkk dher p1 ij oLrq osQ fy, ek¡x q1 gSA ;fn dher cny dj p0 ls p1 gks
tkrk gS rks oLrq dh dher esa ifjorZu gksxk Δp = p1 – p0 rFkk oLrq dh ek=kk esa ifjorZu gS

Δq = q1 – q0 vr% ewY; esa izfr'kr ifjorZu gqvkA
1 0

0 0100 100
p p p

p p

Δ −× = ×  rFkk ek=kk

esa izfr'kr ifjorZu gqvkA 
1 0

0 0100 100
q q q

q q

Δ −× = ×

vr%

e
D

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

( / ) 100 / ( )/
( / ) 100 / ( )/

q q q q q q q

p p p p p p p

Δ × Δ −= = =
Δ × Δ −

(2-16)

ek¡x dh dher yksp ,d la[;k gS rFkk ;g oLrq dh dher rFkk mldh ek=kk ekius osQ fy,
mi;ksx esa ykbZ tkus okyh bdkb;ksa ij fuHkZj ugha djrhA

;g Hkh è;ku nsus ;ksX; gS fd ek¡x dh dher yksp ,d udkjkRed la[;k gksrh gS] D;ksafd
fdlh oLrq osQ fy, ek¡x oLrq dh dher osQ lkFk udkjkRed :i ls lac¼ gksrh gSA ijUrq
ljyrk osQ fy,] ge lnk yksp dh fujis{k ek¡x dk gh o.kZu djsaxsA

fdlh oLrq dh dher osQ izfr ml oLrq dh ek¡x ftruk gh vf/d vuqfØ;kRed gksrh gS]
ml oLrq dh ek¡x dh dher yksp mruh gh vf/d gksrh gSA ;fn fdlh dher ij fdlh oLrq
dh ek¡x esa izfr'kr ifjorZu dher esa izfr'kr ifjorZu ls de gS] rks |e

D
|< 1 rFkk ml oLrq

dh ml dher ij ek¡x ykspghu dgh tkrh gSA ;fn fdlh oLrq dh ek¡x esa izfr'kr ifjorZu
oLrq dh dher esa izfr'kr ifjorZu osQ leku gS] rks |e

D
|= 1 gS rFkk oLrq osQ fy, ek¡x ml

dher ij bdkbZ ykspnkj dgh tkrh gSA ;fn fdlh dher ij oLrq dh ek¡x esa izfr'kr ifjorZu
dher esa izfr'kr ifjorZu dh rqyuk esa vf/d gS] rks |e

D
|>1 rFkk oLrq osQ fy, ml dher

ij ek¡x ykspnkj dgykrh gSA
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ek¡x dh dher yksp la[;kek=k gS rFkk ;g dher ,oa ek=kk dks ekius osQ fy,
mi;ksx esa ykbZ xbZ bdkb;ksa ij fuHkZj ugha djrhA

eku yhft, fd eqnzk dh bdkbZ #i;k gS rFkk oLrq dh ek=kk fdyksxzke esa ekih tkrh gSA
dher p0 ij ek¡x q0 gS rFkk dher p1 ij ek¡x q1 gSA p0 ls p1 rd dher ifjorZu
ij è;ku nhft,A
dher esa ifjorZu = p1 #i;s izfr fdyksxzke &p0 #i;s izfr fdyksxzke

= (p1–p0) #i;s izfr fdyksxzkeA

oLrq dh dher esa izfr'kr ifjorZu =
dher ea s ifjoruZ

100
oLrq dh vkjfa Hkd dher

×

#i;s izfr fdykxs kz e

#i;s ifz r fdyksxzke

1 0 1 0

0 0

( )
100 100

p p p p

p p

− −
× = ×=

oLrq dh ek=kk esa ifjorZu = q1 fdyksxzke &q0 fdyksxzke = (q1–q0) fdyksxzke

oLrq dh ek=kk esa izfr'kr ifjorZu 
fdyksxzke

fdykxs zke

1 0

0

( )
100

q q

q

−
= ×

1 0

0

( )
100

q q

q

−= ×

e
D

1 0 1 0 1 0 1 0

0 0 0 0

( ) ( )
100 100

q q p p q q p p
q p q p
− − − −= × × =

;fn dher dks ekius osQ fy, nzO; dh bdkbZ iSlk gS rFkk ek=kk dks xzke esa ekuk tkrk

gS] rks oLrq dh vkjafHkd dher 100p0 iSlk izfr 1000 xzke 
0100

1000
p=  iSlk izfrxzke

0

10
p=  iSlk izfrxzke gksxhA ifjorZu osQ i'pkr dher 100p1 iSlk izfr 1000 xzke gksxh

1100
1000

p=  iSls izfrxzke 
1

10
p=  iSls izfrxzke

dher esa ifjorZu 
1

10
p=  iSlk izfrxzke 

0

10
p−  iSlk izfrxzke

1 0

10
p p−=  iSlk izfrxzkeA

dher esa izfr'kr ifjorZu 
1 0

10
p p−=  iSlk izfrxzke

0

10
p  iSlk izfrxzke 

1 0

0

p p

p

−=

oLrq dh ek=kk esa ifjorZu =1000q1 xzke –1000q0 xzke =1000 (q1 – q0) xzkeA
oLrq dh ek=kk esa izfr'kr ifjorZu
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2-6-1 jSf[kd ek¡x oØ dh fn'kk esa yksp

vkb,] ,d jSf[kd ek¡x oØ q = a – bp dk fo'ys"k.k djsaA è;ku nhft, fd ek¡x oØ dh

fdlh Hkh fcUnq ij ek¡x esa ifjorZu izfr bdkbZ dher ifjorZu gS 
q

b
p

Δ
= −

Δ
 (2&16) esa

q

p

Δ
Δ

 osQ eku dks LFkkukiUu djus ij gesa izkIr gksrk gS

e
D

p bp
b

q a bp
= − = −

−
(2-17)

2-17 ls ;g Li"V gS fd ,d jSf[kd ek¡x

oØ osQ fofHkUu fcUnqvksa ij ek¡x dh yksp fHkUu

gksrh gSA p = 0 ij yksp 0 gS rFkk q = 0 ij

yksp ∞ gSA 
2
a

p
b

=  ij yksp 1 gS_ fdlh Hkh

dher ij tks 0 ls vf/d gks ijUrq 
2
a

b
dh

rqyuk esa de gks] yksp 1 ls de gS rFkk fdlh

Hkh ewY; ij yksp 1 ls vf/d gS tc dher

2
a

b
 dh rqyuk esa vfèkd gSA js[kkfp=k 2-17 esa ,d jSf[kd oØ ij ek¡x dh dher yksp dks]

ftls lehdj.k esa n'kkZ;k x;k gSA

fLFkj yksp ek¡x oØ
jSf[kd ek¡x oØ ij fofHkUu fcUnqvksa ij] ek¡x dh yksp 0 ls ∞  rd ifjofrZr gq, fHkUu gSA ijUrq
dHkh&dHkh ek¡x oØ ,slk gks ldrk gS fd ek¡x dh yksp iwjh rjg ls fLFkj jgsA mnkgj.k osQ fy,] ,d
mèoZLrj ek¡x oØ yhft, tSlk fd js[kkfp=k 2-18 (a) esa n'kkZ;k x;k gSA tks Hkh dher gks] Lrj q
ij ek¡x nh xbZ gSA ,sls ek¡x oØ osQ fy, dher esa ifjorZu Hkh dHkh ek¡x esa ifjorZu dk dkj.k ugha
curk rFkk lnk gh |e

D
|=0 vr% ,d ÅèoZLrj ek¡x oØ iw.kZ :i ls ykspghu gksrk gSA

js[kkfp=k 2-18 (b) ,d ek¡x oØ n'kkZrk gS] ftldh vko`Qfr ,d ledks.kh; vfrijoy;
dh gSA bl ek¡x oØ esa ;g xq.k gS fd ek¡x oØ dh fn'kk esa dher esa izfr'kr ifjorZu] ek=kk
esa lnk leku izfr'kr ifjorZu ykrk gSA vr% bl ek¡x oØ osQ izR;sd fcUnq ij |e

D
|=1 bl

ek¡x oØ dks bdkbZ ykspnkj ek¡x dgk tkrk gSA

ek¡x oØ dh fn'kk esa yksp% 1 ek¡x dh dher yksp
jSf[kd ek¡x oØ ij vyx&vyx fcUnqvksa ij fHkUu gS

a/b

a/2b

a/2O a

|eD| = 0

|eD| < 1

|eD| = 1

|eD| ∞=

|eD| > 1

dher

ek=kk
js[kkfp=k 2-17

) xzke

xkz e

1 0 1 0

0 0

1000 ( ( )
100 100

1000

q q q q

q q

− −
= × = ×

e
D

1 0 1 0

0 0

( ) ( )q q p p
q p
− −=
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jSf[kd ek¡x oØ dh fn'kk esa yksp dh T;kferh; eki

,d jSf[kd ek¡x oØ dh yksp vklkuh
ls T;kferh; i¼fr ls ekih tk ldrh
gSA ,d lh/h js[kk :ih ek¡x oØ osQ
fdlh Hkh fcUnq ij ek¡x dh yksp
ek¡x oØ osQ uhps okys [kaM esa rFkk
Åij okys [kaM osQ chp ml fcUnq
ij vuqikr osQ :i esa nh tkrh gSA
,slk D;ksa gS] ;g ns[kus osQ fy, uhps
fn, x, js[kkfp=k ij xkSj dhft, tks
n'kkZrh gS ,d lhèkh js[kk :ih ek¡x oØ q = a – bp.

eku yhft,] dher p0 ij oLrq osQ fy, ek¡x q0 gSA vc ,d NksVs ls dher ifjorZu
ij xkSj dhft,A ubZ dher p1 gS rFkk ml dher ij oLrq osQ fy, q1 ek¡x gSA
Δq = q1q0 = CD rFkk Δp = p1p0 = CE.

vr% e
D
 

0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

q q q p q q Op CD Op

p p p q p p Oq CE Oq

Δ Δ= = × = × = ×
Δ Δ

D;ksafd ECD rFkk Bp0D leku f=kdks.k gSa] 
0

0

CD p D

CE p B
=  ijUrq 

0 0

0 0

p D Oq

p B p B
=

e
D

0 0

0 0

Op q D

p B p B
= =

D;ksafd Bp0d rFkk BOA leku f=kdks.k gSa 
0

0

q D DA

p B DB
= .

vr% e
D

DA

DB
=

ek¡x dh yksp ,d lh/h js[kk :ih ek¡x oØ osQ fofHkUu fcUnqvksa ij] bl T;kferh; rjhosQ
ls izkIr dh tk ldrh gSA ml fcUnq ij yksp 0 gS tgk¡ ek¡x oØ leLrjh; v{k ls feyrk
gS rFkk ;g ml fcUnq ij ∞  gS tgk¡ ek¡x oØ ÅèoZLrj v{k ls feyrk gSA ek¡x oØ osQ eè;
fcUnq ij yksp 1 gS] rFkk ck;ha vksj fdlh Hkh fcUnq ij ;g 1 ls vf/d gS rFkk nk;ha
vksj fdlh Hkh fcUnq ij ;g 1 ls de gSA è;ku nhft, fd leLrjh; v{k ij p = 0]

mèoZLrj v{k ij q = 0 rFkk ek¡x oØ osQ eè; fcUnq ij 
2
a

p
b

=

q0q1

p0

p1

B

E

C
D

O A

dher

ek=kk

2-6-2 fdlh oLrq osQ fy, ek¡x dh dher yksp dks fu/kZfjr djus okys dkjd

fdlh oLrq osQ fy, ek¡x dh dher yksp oLrq dh izo`Qfr vkSj oLrq osQ fudVre LFkkukiUu
oLrq dh miyC/rk ij fuHkZj djrh gSA mnkgj.k osQ fy,] [kk| inkFkks± tSls vko';d oLrqvksa
osQ laca/ esa fopkj djsaA ,slh oLrq,¡ thou osQ fy, vko';d gksrh gSa rFkk mudh dherksa esa
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ifjorZu gksus ij muosQ fy, ek¡x esa cgqr ifjorZu ugha gksrkA [kk|kUuksa dh dherksa osQ c<+us
ij Hkh muosQ fy, ek¡x esa cgqr ifjorZu ugha gksrkA blosQ foijhr] foykflrk dh oLrqvksa dh
ek¡x ij mudh dher esa ifjorZu dk vR;f/d izHkko iM+rk gSA lkekU;r% vko';d oLrqvksa
osQ fy, ek¡x dh dher ykspghu gksus dh laHkkouk gksrh gS tc fd foykflrk dh oLrqvksa osQ
fy, ek¡x dh dher ykspnkj gksus dh laHkkouk gksrh gSA

;|fi [kk| inkFkks± osQ fy, ek¡x ykspghu gksrh gS ijUrq oqQN fo'ks"k izdkj osQ [kk| inkFkks±
osQ fy, ek¡x ykspnkj gks ldrh gSA tSls fd oqQN fo'ks"k fdLe dh nkyksa dks gh ys yhft,A
;fn fdlh fo'ks"k fdLe dh nky dh dher c<+ tkrh gS] rks yksx fdlh vU; nky dk miHkksx
djus yxsaxs] tks mldk fudV dk LFkkukiUu gSA ml oLrq dh ek¡x ykspnkj gksrh gS] ftldh
fudV dh LFkkukiUu oLrq,¡ ljyrkiwoZd miyC/ gSA blosQ foijhr] ;fn fudV dh LFkkukiUu
oLrq,¡ ljyrkiwoZd miyC/ ugha gSa] rks ,slh oLrq osQ fy, ek¡x ykspghu gksxhA

2-6-3 yksp rFkk O;;

fdlh oLrq ij O;; ml oLrq dh ek¡x osQ cjkcj gksrk gS] tks ml oLrq dh dher dk xq.kd
gSA izk;% ;g tkuuk egÙoiw.kZ gksrk gS fd fdlh oLrq dh dher esa cnyko ls ml ij gksus
okys [kpZ esa oSQls ifjorZu vkrk gSA oLrq dh dher rFkk ml oLrq osQ fy, ek¡x ,d&nwljs
ls izfrykser% lac¼ gSaA dherksa esa ifjorZu osQ iQyLo:i ml oLrq ij fd, tkus okys O;;
esa o`f¼ gksrh gS vFkok deh] ;g bl ckr ij fuHkZj djrk gS fd dher esa ifjorZu osQ izfr
ml oLrq dh ek¡x fdruh vuqfØ;kRed gSA

fdlh ,d oLrq dh dher esa o`f¼ dks yhft,A ;fn ek=kk esa izfr'kr fxjkoV dher esa
izfr'kr o`f¼ dh rqyuk esa vf/d gS] rks oLrq ij gksus okyk O;; de gks tk,xkA nwljh vksj]
;fn ek=kk esa izfr'kr fxjkoV dher esa izfr'kr o`f¼ dh rqyuk esa de gks] rks oLrq ij O;;
vf/d gksxk vkSj ;fn izfr'kr ek=kk esa deh dher esa izfr'kr o`f¼ osQ cjkcj gks] rks oLrq ij
O;; vifjofrZr jgsxkA

vc oLrq dh dher esa fxjkoV ij fopkj djsaA ;fn ek=kk esa izfr'kr o`f¼ dher esa izfr'kr
fxjkoV dh rqyuk esa vf/d gS] rks oLrq ij O;; esa o`f¼ gks tk,xhA blosQ foijhr] ;fn ek=kk
esa izfr'kr o`f¼ dher esa izfr'kr fxjkoV dh rqyuk esa de gS] rks oLrq ij fd;s x;s O;; esa

qO

p'

p

p∼

O q' q q∼

(a) (b)

dher

ek=kk

dher

ek=kk

js[kkfp=k 2-18

fLFkj yksp ek¡x oØ% tSlk fd iSuy (a) esa n'kkZ;k x;k gS mèoZLrjh; ek¡x oØ dh fn'kk esa lHkh fcUnqvksa ij
ek¡x dh yksp 0 gSA iSuy (b) esa ek¡x oØ osQ lHkh fcUnqvksa ij yksp 1 gSA
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fxjkoV vk tk,xhA vkSj ;fn ek=kk esa izfr'kr o`f¼ dher esa izfr'kr fxjkoV osQ leku gS] rks
oLrq ij O;; vifjofrZr jgsxkA

dher esa ifjorZu gksus ij oLrq ij O;; esa ifjorZu rHkh foijhr fn'kk esa tk,xk] tc ek=kk
esa izfr'kr ifjorZu dher esa izfr'kr ifjorZu ls vfèkd gS vFkkZr~~] ;fn oLrq dh dher ykspnkj
gSA oLrq ij O;; esa ifjorZu rFkk dher esa ifjorZu rHkh leku fn'kk esa gksxk tc osQoy ek=kk
esa izfr'kr ifjorZu dher esa izfr'kr ifjorZu dh rqyuk esa de gks vFkkZr~~] ;fn oLrq dh dher
ykspghu gSA oLrq ij O;; rHkh vifjofrZr jgsxk ;fn osQoy ek=kk esa izfr'kr ifjorZu dher
esa izfr'kr ifjorZu osQ leku gS] vFkkZr~~ ;fn oLrq bdkbZ yksp okyh gSA

fdlh oLrq ij O;; vkSj yksp esa ifjorZu osQ chp laca/

eku yhft,] dher p ij fdlh oLrq osQ fy, ek¡x q gS rFkk dher p + Δp ij oLrq
osQ fy, ek¡x q + Δq gSA
dher p ij oLrq ij lEiw.kZ O;; pq gS rFkk dher p + Δp ij oLrq ij lEiw.kZ O;;
(p + Δp) (q + Δq) gSA
;fn dher esa ifjorZu p ls (p + Δp) gksrk gS] rks oLrq ij O;; esa ifjorZu gS (p +

Δp) (q + Δq)–pq

= q Δ p + p Δ q + Δ p Δ q

Δp rFkk Δq osQ NksVs ekuksa osQ fy, Δp Δq in dk ewY; ux.; gS rFkk ml fLFkfr esa oLrq
ij O;; esa lfUudV ifjorZu q Δ p + p Δ q }kjk fn;k tk ldrk gSA

O;; esa lfUudV ifjorZu ( )
q

E q p p q p q p
p

Δ= Δ = Δ + Δ = Δ +
Δ

[ (1 )] [ (1 )]D

q p
p q p q e

p q

Δ= Δ + = Δ +
Δ

è;ku nhft, fd
;fn e

D
< – 1 rks q (1+e

D
) < 0 rFkk bl izdkj ΔE dk foijhr fpÉ Δp gS]

;fn e
D
> – 1 rks q (1+e

D
)> 0 rFkk bl izdkj ΔE dk leku fpÉ Δp gSA

;fn e
D
= – 1 rks q (1+e

D
) = 0 rFkk bl izdkj ΔE = 0

vk;rkdkj vfrijoy;

bldk lehdj.k gS
x y = c

tgk¡ x rFkk y rks pj gS rFkk c fLFkj gS] gesa
,d oØ iznku djrk gS] ftls vk;rkdkj
vfrijoy; dgk tkrk gSA ;g uhps dh vksj
izo.krk okyk x – y lery ij fLFkr ,d
oØ gS] ftls js[kkfp=k esa n'kkZ;k x;k gSA oØ

y

xx1
O x2

y2

y1

p

q

xy = c

ek=kk

d
he
r
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ij fdlh Hkh nks fcUnqvksa p rFkk q nks vk;rkdkjksa Oy
1
 px

1
 rFkk Oy

2
 qx

2
 leku gS rFkk

c osQ cjkcj gSaA
;fn ek¡x oØ dk lehdj.k p q = e dk Lo:i xzg.k djrk gS] tgk¡ e fLFkj gS] rc

og ,d vk;rkdkj vfrijoy; gksxkA ;gk¡ dher xq.kk ek=kk fLFkj gS] ,sls ek¡x oØ esa
;g dksbZ ek;us ugha j[krk fd miHkksDrk fdl fcanq dk miHkksx djrk gSA mldk [kpZ
ges'kk leku rFkk e osQ cjkcj gksxkA

• ctV lsV mu oLrqvksa osQ lHkh caMyksa dk laxzg gS] ftUgsa miHkksDrk izpfyr ck”kkj dher
ij viuh vk; ls [kjhn ldrk gSA

• ctV js[kk mu lHkh caMykssa dk izfrfuf/Ro djrh gS ftu ij miHkksDrk dh lEiw.kZ vk;
O;; gks tkrh gSA ctV js[kk dh izo.krk ½.kkRed gksrh gSA ;fn dherksa ;k vk; nksuksa esa
ls fdlh ,d esa ifjorZu vkrk gS] rks ctV lsV esa ifjorZu vk tkrk gSA

• lHkh laHkkfor caMyksa osQ laxzg osQ fo"k; esa miHkksDrk osQ lqLi"V vf/eku gSaA og mu ij
viuh vf/ekurk osQ vuqlkj mudk Js.khdj.k dj ldrk gSA

• miHkksDrk osQ vf/eku ,dfn"V ekuh tkrh gSA

• vuf/eku oØ lHkh fcUnqvksa dk fcUnqiFk gS tks mu caMyksa dks iznf'kZr djrs gSa] ftuosQ
chp miHkksDrk rVLFk gSA

• vf/eku dh ,dfn"Vrk ls vfHkizk; gS fd vuf/eku oØ dh izo.krk uhps dh vksj gSA

• miHkksDrk dk vf/eku lkekU;r% vuf/eku ekufp=k }kjk n'kkZ;k tk ldrk gSA

• miHkksDrk dk vf/eku lkekU;r% mi;ksfxrk iQyu }kjk Hkh n'kkZ;k tk ldrk gSA

• ,d ;qfDr'khy miHkksDrk lnk ctV lsV esa ls vius lokZf/d vf/ekurk caMy dk p;u
djrk gSA

• miHkksDrk dk b"Vre caMy ctV js[kk rFkk vuf/eku oØ osQ chp Lif'kZrk fcUnq ij fLFkr
gksrk gSA

• miHkksDrk dk ek¡x oØ oLrq dh ml ek=kk dks iznf'kZr djrk gS]  ftldk p;u miHkksDrk
dher osQ fofHkUu Lrjksa ij ,slh fLFkfr esa djrk gS] tc vU; oLrqvksa dh dher] miHkksDrk
dh vk; rFkk mldh #fp;k¡ vkSj vfèkeku vifjofrZr jgrs gSaA

• ek¡x oØ dh izo.krk lk/kj.kr% uhps dh vksj jgrh gSA

• fdlh lkekU; oLrq dh ek¡x esa òf¼ (fxjkoV) miHkksDrk dh vk; esa òf¼  (fxjkoV) osQ lkFk gksrh gSA

• miHkksDrk dh vk; esa o`f¼ (fxjkoV) gksus osQ lkFk&lkFk fuEuLrjh; oLrq dh ek¡x esa
fxjkoV (o`f¼) gksrh gSA

• ck”kkj ek¡x oØ ck”kkj esa lHkh miHkksDrkvksa dh ek¡x dks oLrq dh dher osQ fofHkUu Lrjksa
ij lexz n`f"V ls ns[kdj ek¡x dks iznf'kZr djrk gSA

• fdlh oLrq dh ek¡x dh dher yksp] fdlh oLrq dh ek¡x osQ izfr'kr esa ifjorZu dks bldh
dher osQ izfr'kr&ifjorZu ls Hkkx nsdj izkIr fd;k tkrk gSA

2-
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• ek¡x dh yksp ,d 'kq¼ la[;k gSA

• fdlh oLrq osQ fy, ek¡x dh yksp vkSj ml oLrq ij lEiw.kZ O;; dk vkil esa xgjk laca/ gSA

2-
8-
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,¡ ctV lsV ctV js[kk

vf/eku vuf/eku
vuf/eku oØ izfrLFkkiu dh nj
,dfn"V vf/eku izfrLFkkiu dh ßkleku nj
mi;ksfxrk iQyu vuf/eku ekufp=k
ek¡x miHkksDrk dk b"Vre
ek¡x oØ ek¡x dk fu;e
vk; izHkko izfrLFkkiu izHkko
fuEuLrjh; oLrq lkekU; oLrq
iwjd LFkkukiUu] oLrq ek¡x dh dher
yksp

1- miHkksDrk osQ ctV lsV ls vki D;k le>rs gSa\

2- ctV js[kk D;k gS\

3- ctV js[kk dh izo.krk uhps dh vksj D;ksa gksrh gS\ le>kb,A

4- ,d miHkksDrk nks oLrqvksa dk miHkksx djus osQ fy, bPNqd gSaA nksuksa oLrqvksa dh dher
Øe'k% 4 #i, rFkk 5 #i, gSaA miHkksDrk dh vk; 20 #i, gS%

(i) ctV js[kk osQ lehdj.k dks fyf[k,A

(ii) miHkksDrk ;fn viuh lEiw.kZ vk; oLrq 1 ij O;; dj ns] rks og mldh fdruh ek=kk
dk miHkksx dj ldrk gS\

(iii) ;fn og viuh lEiw.kZ vk; oLrq 2 ij O;; dj ns] rks og mldh fdruh ek=kk dk
miHkksx dj ldrk gS\

(iv) ctV js[kk dh izo.krk D;k gS\

iz'u 5] 6 rFkk 7 iz'u 4 ls lacaf/r gSA

5- ;fn miHkksDrk dh vk; c<+dj 40 #i, gks tkrh gS] ijUrq dher vifjofrZr jgrh gS
rks ctV js[kk esa D;k ifjorZu gksrk gS\

6- ;fn oLrq 2 dh dher esa ,d #i, dh fxjkoV vk tk, ijUrq oLrq 1 dh dher esa rFkk
miHkksDrk dh vk; esa dksbZ ifjorZu ugha gks] rks ctV js[kk esa D;k ifjorZu vk,xk\

7- vxj dhersa vkSj miHkksDrk dh vk; nksuksa nqxquh gks tk,] rks ctV lsV oSQlk gksxk\

8- eku yhft, fd dksbZ miHkksDrk viuh iwjh vk; dk O;; djosQ oLrq 1 dh 6 bdkb;k¡
rFkk oLrq 2 dh 8 bdkb;k¡ [kjhn ldrk gSA nksuksa oLrqvksa dh dhersa Øe'k% 6 #i, rFkk
8 #i, gSaA miHkksDrk dh vk; fdruh gS\
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9- eku yhft,] miHkksDrk nks ,slh oLrqvksa dk miHkksx djuk pkgrk gS tks osQoy iw.kk±d
bdkb;ksa esa miyC/ gSaA nksuksa oLrqvksa dh dher 10 #i, osQ cjkcj gh gS rFkk miHkksDrk
dh vk; 40 #i, gSA

(i) os lHkh caMy fyf[k,] tks miHkksDrk osQ fy, miyC/ gSA

(ii) tks caMy miHkksDrk osQ fy, miyC/ gSa] muesa ls os caMy dkSu ls gSa ftu ij
miHkksDrk osQ iwjs 40 #i, O;; gks tk,¡xsA

10- ^,dfn"V vf/eku* ls vki D;k le>rs gSa\

11- ;fn ,d miHkksDrk osQ vf/eku ,dfn"V gSa] rks D;k og caMy (10] 8) vkSj caMy
(8] 6) osQ chp rVLFk gks ldrk gS\

12- eku yhft,] fd miHkksDrk osQ vf/eku ,dfn"V gSaA caMy (10] 10)] (10] 9) rFkk
(9] 9) ij mlosQ vf/eku Js.khdj.k osQ fo"k; esa vki D;k crk ldrs gSa\

13- eku yhft, fd vkidk fe=k] caMy (5] 6) rFkk (6] 6) osQ chp rVLFk gSA D;k vkiosQ
fe=k osQ vf/eku ,dfn"V gSa\

14- eku yhft, fd ck”kkj esa ,d gh oLrq osQ fy, nks miHkksDrk gSa rFkk muosQ ek¡x iQyu
bl izdkj gSa%

d
1 
(p) = 20 – p fdlh Hkh ,slh dher osQ fy, tks 15 ls de ;k cjkcj gks rFkk

d1 (p) = 0 fdlh ,slh dher osQ fy, tks 15 ls vfèkd gksA

d
2 
(p) = 30 – 2p fdlh Hkh ,slh dher osQ fy, tks 15 ls de ;k cjkcj gks vkSj

d
1
(p) = 0 fdlh ,slh dher osQ fy, tks 15 ls vfèkd gksA

ck”kkj ek¡x iQyu dks Kkr dhft,A

15- eku yhft,] oLrq osQ fy, 20 miHkksDrk gSa rFkk muosQ ek¡x iQyu ,d tSls gSa%

d (p) = 10 – 3p fdlh ,slh dher osQ fy, tks 10
3

 ls de gks vFkok cjkcj gks rFkk

d
1
(p) = 0 fdlh ,slh dher ij 10

3
 ls vfèkd gSA

ck”kkj ek¡x iQyu D;k gS\

16- ,d ,sls ck”kkj dks yhft,] tgk¡ osQoy nks miHkksDrk gSa
rFkk eku yhft, oLrq osQ fy, mudh ek¡xsa bl izdkj gSa%

oLrq osQ fy, ck”kkj ek¡x dh x.kuk dhft,A

17- lkekU; oLrq ls vki D;k le>rs gSa\

18- fuEuLrjh; oLrq dks ifjHkkf"kr dhft,A oqQN mnkgj.k nhft,A

19- LFkkukiUu dks ifjHkkf"kr dhft,A ,slh nks oLrqvksa osQ mnkgj.k nhft, tks ,d&nwljs osQ
LFkkukiUu gSaA

20- iwjdksa dks ifjHkkf"kr dhft,A ,slh nks oLrqvksa osQ mnkgj.k nhft,] tks ,d&nwljs osQ iwjd gSaA

p d
1

d
2

1 9 24

2 8 20

3 7 18

4 6 16

5 5 14

6 4 12
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21- ek¡x dh dher yksp dks ifjHkkf"kr dhft,A

22- ,d oLrq dh ek¡x ij fopkj djsaA 4 #i;s dh dher ij bl oLrq dh 25 bdkb;ksa dh
ek¡x gSA eku yhft, oLrq dh dher c<+dj 5 #i;s gks tkrh gS rFkk ifj.kkeLo:i oLrq
dh ek¡x ?kVdj 20 bdkb;k¡ gks tkrh gSA dher yksp dh x.kuk dhft,A

23- ek¡x oØ D (p) = 10 – 3p dks yhft,A dher 5
3
 ij yksp D;k gS\

24- eku yhft, fdlh oLrq dh ek¡x dh dher yksp μ0-2 gSA ;fn oLrq dh dher esa 5»
dh o`f¼ gksrh gS] rks oLrq osQ fy, ek¡x esa fdruh izfr'kr deh vk,xh\

25- eku yhft,] fdlh oLrq dh ek¡x dh dher yksp μ0-2 gSA ;fn oLrq dh dher esa 10»
o`f¼ gksrh gS] rks ml ij gksus okyk O;; fdl izdkj izHkkfor gksxk\

26- eku yhft, fd fdlh oLrq dh dher esa 4» dh fxjkoV gksus osQ ifj.kkeLo:i ml ij
gksus okys O;; esa 2» dh o`f¼ gks xbZA vki ek¡x dh yksp osQ ckjs esa D;k dgsaxs\?


